
第４章 分散不均一

４．１ 分散不均一の性質

yi＝a＋b１x１i＋b２x２i＋ei

を推計するとき、OLSに関して以下の古典的な仮

定が成り立つことを前提としてきた。

A．１ E（ei）＝０ 誤差項の期待値は０。

A．２ E（ei２）＝σ２ 誤差項の分散は均一。

A．３ E（eiej）＝０ 誤差項に系列相関はない。

A．４ ei～N（０，σ２）誤差項は正規分布に従う。

A．５ xji 説明変数はある特定の値を

とる非確率変数である。

ここではA．２の誤差項の分散は均一であるとい

う仮定が満たされない場合の問題を考えてみる。

分散均一（homoscedasticity, homoskedasticity）

であるという仮定が充たされていないとき、これ

を誤差項の分散は不均一である、あるいは分散不

均一、不均一分散（heteroscedasticity, heteroske-

dasticity）であるという。

第１章、第２章で我々は消費関数の例をみたが、

所得が増大すればするほど人々の消費に対する裁

量の余地は高くなる可能性がある。そうであれば

消費関数における誤差のばらつきは低所得者と高

所得者とでは異なるかもしれない。裁量の余地の

大きい高所得者の方がバラツキは大きい可能性が

ある。あるいは貯蓄行動が高所得者・資産家とそ

うでない家計とでは、かなり様子が違うことがい

われている。この場合もバラツキは異なる可能性

がある。この様に一般的に言って観察されるサン

プル（あるいはその基になる母集団）でばらつき

（discrepancy）が大きい（消費や所得、貯蓄な

ど）と、誤差項もばらつきが大きくなるであろう。

このような場合は、分散不均一の存在することが

疑われる。

またＡというグループとＢというグループがた

またま一緒に観察されるとき、両者は平均は一致

するが分散だけは異なるということもあるかもし

れない。Chowテストでパラメータは共通するか

どうかを検定したが、パラメータ（平均）は同一

でも分散は異なるというケースである（これを

discrete heteroskedasticityということがある）。

この二つのケースを図示したものが図４．１、

４．２である。図４．１の場合はxiの値が大きくなる

につれてeiの分散が大きくなっている。図４．２は

平均は同一であるが分散は異なるというdiscrete

heteroskedasticityのケースを示している。

誤差項の分散が説明変数に応じて変わるとき、

仮定のA．２は成立せずにxijに依存することになる

ので、これを

A．２′ E（ei２）＝σi
２ ４．１）

と表記することにする。サンプル毎に分散が異な

ることを明示するものである。すなわちこの場合

は、V（yi）＝E（yi－E（yi））２＝E（ei２）＝σi
２である。

ところで分散不均一の問題を考えるとき、真の
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分散不均一（pure heteroscedasticity）と見せか

けの分散不均一（spurious heteroscedasticity）

に分けて考察することが必要となる。

不均一分散の要因がziであるとしよう（ziをpro-

portionality factorということがある）。ziは説明

変数のx１iやx２iであるケースもあれば、モデルに含

まれていない第三の変数であるときもある。誤差

項の分散がziに依存するので、それを

V（ei）＝σ２zi２ ４．２）

と書くことにする１）。このziがモデルの説明変数

に含まれていない場合（omitted variable）、ある

いは関数型を間違った場合（対数関数を用いる必

要があるときに、レベルで推計するような事例）

にみせかけの分散不均一が生じる。

真のモデルが以下のようであったとする。

yi＝a＋bxi＋czi＋ei ４．３）

このとき過小定式化で

yi＝a＋bxi＋ui ４．４）

を推計したとする。uiは以下のようになる。

ui＝czi＋ei ４．５）

このとき仮定により、E（ui）＝czi＋ei、

ui２＝c２zi２＋２cziei＋ei２となる。

これからuiはcとziに依存することになり、ziの

絶対値が大きいほどuiも大きくなる２）。

これに対しziがモデルに含まれて、なおかつ分

散不均一が起きるケースとしては以下のような場

合がある。

一つはデータが集計されている場合である。た

とえば消費と所得の原データをそれぞれConsiと

Incomeiとし、消費と所得の集計データをそれぞ

れConsGiとIncomeGiとし、消費と所得の集計

図４．１ 不均一分散の例

図４．２ discrete heteroskedasticityの例

１） zi２とするのは分散を正とするためである。
２） 第２章で過小定式化の場合、推計値は一致性も不偏性もないことを指摘した。分散均一も誤るので、過小定式化は計量分析で
は非常に深刻な問題をもたらす。
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データが

ConsG１＝（Cons１＋Cons２）／２

IncomeG１＝（Income１＋Income２）／２

ConsG２＝（Cons３＋Cons４＋Cons５）／３

IncomeG２＝（Income３＋Income４＋Income５）／３

ConsG３＝（Cons６＋Cons７＋Cons８）／３

IncomeG３＝（Income６＋Income７＋Income８）／３

４．６）

で与えられていたとする。公表されている集計

データは多くの場合これに該当する。他方で集計

されていない原データに基づく式が

Consi＝a＋bIncomei＋ui ４．７）

であったとする。ところが集計データを用いると

ConsGj＝a＋bIncomeGj＋uGj ４．８）

となる。この誤差項uGjは

uG１＝（u１＋u２）／２ uG２＝（u３＋u４＋u５）／３

uG３＝（u６＋u７＋u８）／３

となる。仮定によりE（ui）＝０であるからE（uGj）

＝０、E（uiuj）＝０とE（ui２）＝σ２から

E（uG１２）＝E（u１２＋２u１u２＋u２２）／４＝σ２／２ ４．９）

となる。同様にE（uG２２）＝E（uG３２）＝σ２／３となる

ので、分散は不均一となる。

もう一つの例はデフレーターの使用や基準化に

よって起こる場合である。i世帯の消費、所得と

世帯人数をそれぞれCi、YiとNiとする。

真のモデルが

Ci／Ni＝a＋b（Yi／Ni）＋ui ４．１０）

とNiで基準化されたものであるとする。すなわち

一人当たりの消費と一人当たりの所得の関係が真

のモデルであったとする。このとき基準化をしな

いで世帯の消費と世帯の所得の関係

Ci＝c＋bYi＋vi ４．１１）

を推計したとする。４．１０）式と４．１１）式から

vi＝aNi＋uiNiとなる。uiは標準的仮定を充たし、

E（ui２）＝σ２なので

E（vi）＝aNi

V（vi）＝E（vi－E（vi））２＝E（uiNi）２＝σ２Ni２ ４．１２）

となり、分散はNi２に依存することになる。

分散不均一が存在するとき、その原因がどこに

あるかは予め明らかでないことが多いであろう。

そのときはモデルの定式化に問題（過小定式化や

関数型の誤り）が無いかどうかを検討した方がよ

い。後述するように、真の分散不均一であればそ

れを除去する方法はあるが、見せかけの分散不均

一であればそれは定式化を改める以外に解決策は

ないからである。

４．２ 不均一分散のときのOLSの推定量と問題

yi＝a＋bxi＋ui

のOLSの推定量はE（ui）＝０、E（uiuj）＝Cov（ui，

uj）＝０、E（uixi）＝０，xiは非確率変数というこ

とが充たされていれば

＾ ＾b＝b＋
Σ（xi－x）ui
Σ（xi－x）２

であるから、E（b）＝bとな

り、分散不均一の場合も不偏推定量を得ることが

できる。しかし真の分散とは

＾V（b）＝E（Σ（xi－x）ui）
２

［Σ（xi－x）２］２
＝
Σ［（xi－x）２E（ui２）］
［Σ（xi－x）２］２

＾≠
σ２

Σ（xi－x）２
＝VO（ b） ４．１３）

＾となるので異なる。ここでVO（b）は分散均一の場

＾合のbの真の分散である。

＾ ＾VO（ b）を推定するためにVO（ b）にあるσ２の代

わりにOLSの推定量s２を利用したものを

＾ ＾VEO（ b）＝se（ b）２

＾とする。VEO（ b）は４．１３）式にある真の分散の適

＾切な推定量ではなくなる。またbの有効性もなく

＾なる。すなわちbは最良線形不偏推定量（BLUE）

ではない。

＾VEO（ b）は真の分散の適切な推定量ではないの

でt検定
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分 散 均 一 分 散 不 均 一

不偏性

一致性

BLUE

分散の推定量

t検定

F検定

○

○

○

＾ ＾E（VEO（ b））＝VO（ bi）

○

○

○

○

×

＾ ＾E（VEO（ bi））≠V（ bi）

×

×

t＝
b^－b
＾se（ b）
を行うことはできない３）。

また係数制約に関するＦ検定も行うことはでき

ない。

これらから分散均一の場合と不均一分散の場合

の推定量の性質と検定の関係をまとめると以下の

ようである。

＾ただし、VEO（ bi）はEviews等のパッケージソフ

トによるOLSの推定で計算される分散の推定量、

＾ ＾VO（ bi）とV（bi）はそれぞれ分散均一の場合と分散

不均一の場合の係数推定量の真の分散である。

４．３ 分散不均一の検定

E（ei２）＝σ２
i あるいはE（e２i ）＝σ２z２i をより一般

的に書き換えると

E（ei２）＝c＋d１z１i＋d２z２i＋…＋dszsi ４．１４）

を得る４）。分散が均一であるという帰無仮説と対

立仮説は

H０：d１＝d２＝…＝ds＝０（制約の数はs個）

H１：H０ではない（少なくとも１個のdî≠０）

と表すことができる。分散均一と不均一分散の検

定はこの考え方を基に行われる。

ここでは代表的な検定方法についてみてみよう。

（Goldfeld―Quandtテスト）

Goldfeld―Quandtテストはサンプルを分割し

（subsample）、その分割されたサンプル間で分

散が同一かどうかを検定しようというものである。

たとえば時系列データを利用した分析で、ある時

点で構造変化が起きた（為替制度の自由化の前後、

オイルショックの前後等）とき、その前後で誤差

項の分散も変化したことが疑われるようなケース

である。あるいはクロスセクションデータの分析

では、高所得者の消費関数と低所得者の消費関数

で誤差項の分散が異なると考えらるようなケース

である。

４．１４）式を以下のように簡単化する。

E（ei
２）＝c＋d１z１i

z１i＝０ i＝１，…，T

z１i＝１ i＝T＋１，…，n ４．１５）

これは第２章でみたダミー変数の考え方と同一で

ある。これを利用すると

E（ei
２）＝c i＝１，…，T

E（ei
２）＝c＋d１ i＝T＋１，…，n

となる。分散均一の帰無仮説と対立仮説は以下の

ように定式化される。

H０：d１＝０

H１：d１≠０

Goldfeld―Quandtテストは時系列データでは次

のように行われる。時間の順序によりサンプルを

i＝１からTまでとi＝T＋１からnまでに分割する。

各々サンプル毎にOLSで推計する。

yi＝a＋b１x１i＋b２x２i＋…＋bkxki＋e１i

i ＝１，…，T ４．１６a）

yi＝a＋b１x１i＋b２x２i＋…＋bkxki＋ei２

i ＝T＋１，…，n ４．１６b）

４．１６a）式の分散（σ２１）の推定量をs１２、４．１６b）

式の分散（σ２２）の推定量をs２２とする。

分散が均一（σ２１＝σ２２）であればs１２とs２２は近い

３） 多くの場合４．１３）式の右辺の２番目の式は真の分散よりも小さくなるので、t検定を行えばb＝０の帰無仮説を棄却しにくいバ
イアスが生じると言われている。しかし厳密には帰無仮説が棄却されにくくなるかどうかを一般的にいうことはできない。

４） E（ei２）＝σ２zi２の場合σ２＞０と仮定するので、特殊ケースとして分散均一性をもつeiが得られない。
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値をとるので、s１２／s２２は１に近いであろう。逆に

分散不均一（σ２１≠σ２
２）であればs１２とs２２は乖離し

た値をとるので、s１２／s２２は１からかなり離れてい

るであろう。Goldfeld―Quandtテストは具体的に

は次のF検定による５）。

F＝
s１２

s２２

帰無仮説の下でFは自由度T－（k＋１）、（n－

T）－（k＋１）のF分布に従う。このF分布の自由

度はそれぞれ４．１６a）式と４．１６b）式の自由度と

同一である。

さらにGoldfeld―Quandtテストは検出力を高め

るために、真ん中のいくつかのサンプル（central

observations）を除いて行われることがある。

すなわちサンプルを１からTまで、T＋１から

T＋Sまで、T＋S＋１からnまでに分割し１からT

までのサンプルとT＋S＋１からnまでのサンプル

を用いて４．１６a）式と４．１６b）式を推計しF検定を

行うものである。

クロスセクションデータの場合は、ある説明変

数（xji）あるいは被説明変数（yi）の小さい順か

ら大きい順に並べ替えて（昇順）、サンプルを２

ないし３個に分割して推計しF検定を行う６）。

Goldfeld―Quandtテストでは、サンプルをどこ

で分割するかはあらかじめ明らかではない。経験

的によく行われるのは時系列データであれば前半

と後半（あるいはクロスセクションデータであれ

ば上下）で１／２とすることである。真ん中のサ

ンプルを除くときは１／３から１／６が除かれるこ

とが多い。

またGoldfeld―Quandtテストは分散不均一に影

響する要因は１個であると仮定する点で制約的で

ある。しかしこのサンプル分割の基準が既知では

ないことや、要因を限定するという問題はあるも

のの、計算の容易さとサンプルが少ない少標本で

も検定ができることからよく使われている。

（Breusch―Paganテスト、Whiteテスト）

分散不均一の要因（proportionality factor）が

１個であると先験的に仮定する根拠は必ずしも無

い。複数の要因が影響していることもあるであろ

う。また何が分散不均一の要因であるかを経済理

論から事前に特定することも困難である。しかし

我々としては複数の要因が影響している可能性を

検証する必要に迫られるときもある。これに対応

しようというのがWhiteテストやBreusch―Pagan

テストである。

この検定方法の考え方を直感的にいうと、誤差

項の分散が均一の場合はその誤差項の分散は他の

要因の影響を受けていないが、逆に分散不均一で

あれば何らかの要因の影響を受けているであろう、

ということに注目するものである。４．１４）式のよ

うに

E（ei２）＝c＋d１z１i＋…＋dszsi

という関数を考えるとき、これは回帰モデルのよ

うに見えるがE（ei２）という被説明変数を観測す

ることができないとともに誤差項がない。まずE

（ei２）の代わりにei２を代入すると

ei２＝c＋d１z１i＋…＋dszsi＋vi

５） 帰無仮説から明らかなようにこれは、これは両側検定で行われる。
z～F（m，n）と書くとF（m，n）、（０．０２５）のケースでは、Pr（z＞F（m，n）、（０．０２５））＝０．０２５とし、F（m，n）、（０．９７５）＜F
＜F（m，n）、（０．０２５）であれば帰無仮説は採択される。（分散は均一であるという帰無仮説は棄却されない）。F（m，n）、
（０．９７５）＞F、あるいはF＞F（m，n）、（０．０２５）であれあ帰無仮説は棄却される。F（m，n）、（０．９７５）を計算するためにはF（m，
n）、（０．９７５）＝１／F（m，n）、（０．０２５）という関係を利用すれば良い。
ただしσ１２＞σ２２を暗黙のうちに仮定して、片側検定が行われることもある。

６） 大きい順から小さい順（降順）に並べてもよい。また全サンプルをOLSで推計し、その誤差の大きい順から並べることもある。
分割されたサンプルで説明変数、被説明変数あるいは誤差の大きなグループの方が、その誤差の分散も大きいであろうと想定
している。並べ方がいずれかに統一されていることが重要である。
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となり、vi＝ei２－E（ei２）なのでE（vi）＝０である。

この式を推計し、d１＝…＝ds＝０を検定してやれ

ばよい。ei２を直接観測することができないので推

計する必要がある。Breusch―Paganはこれを次の

ように提案した。まずモデルをOLSで推計する。

yi＝a＋b１x１i＋b２x２i＋…＋bkxki＋ei

i＝１，…，n ４．１７a）

＾ ＾ ＾４．１７a）で推計されたei２とσ２＝Σ ei２／nを用い次

の人工的な補助回帰を行う。

e^i２

σ^２
＝c＋d１z１i＋…＋dszsi＋vi ４．１７b）

全てのzjîが有意に影響しないならば（すなわち

分散均一の帰無仮説が正しければ）、４．１７b）式

のR２は小さく、方程式で説明し得た部分（regres-

sion sum of squares, ESS）も小さいであろう。

Breusch―Paganテストの統計量は次による。

ESS
２

４．１８a）

この統計量が自由度sのχ２分布に従う。

また誤差項の正規性に問題がある場合は、４．１８

a）式の統計量は不安定であるといわれている。

その場合は４．１７b）式の決定係数をR２とすると、

nR２～χ２（s） ４．１８b）

に従うことが知られているので、この統計量を用

いる。これはラグラジュアン乗数検定（LM）の

一つの例である。実際には計算が簡単なこともあ

り、４．１８a）式よりも４．１８b）式のnR２の統計量が

利用されることが多い。

Breusch―Paganテストは分散の関数形を特定化

せず、複数の分散不均一を考慮している点で優れ

ている７）。しかし、サンプル数が大きい（大標本）

場合はかなり正確に検定を行うことができるが、

少標本のケースでは正確性を欠く。そのために少

標本の場合は、Goldfeld―Quandtテストによる方

が妥当である。

Whiteテストは誤差項の正規性に問題がある場

合のラグラジュアン乗数検定の例で、次のように

行われる。

e^i２＝c＋d１z１i＋…＋dszsi＋vi ４．１９）

分散が均一であればd１＝…＝ds＝０であるから、

これを帰無仮説として検定する。

４．１９）式から得られるnR２が自由度sのχ２分布

に従う。このWhiteテストはBreusch―Paganテス

トの特殊ケースということもできる８）。なぜなら

ば説明変数が同一であれば、４．１７b）式の決定係

数と４．１９）式の決定係数は同じだからだである。

問題はzjîの選択をどうするかである。この点に

ついて経済理論からはヒントを得ることはほとん

どできない。Whiteはzjiとしては４．１７a）式の説明

変数（x１i，x２i，x３i）の他に、その自乗項（x１i２，x２i２，

x３i２）、３乗項（x１i３，x２i３，x３i３）等の高次項と説明

変数の交差項（x１ix２iやx１ix３i等説明変数の任意の組

み合わせ）を利用することを提案している。

４．４ Eviewsによる分散不均一の検定

第１章のクロスセクションデータを用いた消費

関数で

yearconsi＝１７９．２８
（６．７６）

＋０．１２３disposali
（４．９６）

＾＋０．００９moneyi
（１．７１）

＋２８．３６２numberi
（３．６９）

＋vi

AdjR２＝０．３７０ s ＝１１８．６１

ssr ＝１５７４２４２ n＝１２３（ ）内はt値

７） 本文でBreusch―Paganテストを説明した時、分散不均一性が４．１４）式によって発生するとした。しかし４．１４）式の代わりにE（ei２）
＝f（c＋d１z１i＋…＋dszsi）を仮定してもBreusch―Paganテストは同一である。

８） 誤差項が被説明変数に依存する分散不均一（dependent―variable heteroscedasticity）が検討されることがある。被説明変数の期
待値をE（yi）と書くと

＾V（ei）＝c＋d（E（yi））２を考えるものである。E（yi）を予測値yiに置き換えて

＾ ＾ei２＝c＋dyi２＋vi
の推計式に関し、分散均一の帰無仮説の下でd＝０の検定を行う。
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という結果を得ていた（なおyearconsiは年間消

費支出、disposaliは年間可処分所得、moneyiは金

融資産、numberiは世帯人員、viは残差）。これを

用いて分散不均一の検定を行ってみよう。

Eviewsのプログラムは次の通りである。

１ equation eq４＿１．LS yearcons c disposal

money number

’残差を作る

２ series res１＝resid

３ series res２＝res１＊res１

４ series s２＝res２／（＠ssr／＠regobs）

’Goldfeld―Quandt検定 データをdisposal

の昇順でソートする

５ sort disposal

’Goldfeld―Quandt検定 最初のサンプルの

推計

６ smpl１ ５０

７ equation eqGQ１．ls yearcons c disposal

money number

８ scalar f１＝＠se＊＠se

’Goldfeld―Quandt検定 真ん中を除いた最

後のサンプルの推計

９ smpl７１ １２３

１０ equation eqGQ２．ls yearcons c disposal

money number

１１ scalar f２＝＠se＊＠se

１２ scalar GOLDQU＝f１／f２

１３ show GOLDQU

’サンプルを全体に戻す

１４ smpl @all

’自乗項、３乗項を作る

１５ series disp２＝disposal＊disposal

１６ series disp３＝disposal ３^

１７ series money２＝money＊money

１８ series money３＝money ３^

１９ series n２＝number＊number

２０ series n３＝number ３^

’交差項を作る

２１ series dispmo＝disposal＊money

２２ series dispnum＝disposal＊number

２３ series moneynum＝money＊number

２４ series dimonum＝disposal＊money＊

number

’B＿P検定の補助回帰

２５ equation eq４＿２．LS s２ c disposal money

number disp２ disp３ money２ money３ n２

n３dispmo dispnum moneynum dimonum

２６ scalar bptest＝（＠ssr／（１－＠r２）－＠ssr）

／２

２７ show bptest

２８ scalar bptest２＝＠regobs＊@r２

２９ show bptest２

’WHITE検定の補助回帰

３０ equation eq４＿３．ls res２ c disposal money

number disp２money２n２dispmo

dispnum moneynum

３１ scalar white＝＠regobs＊@r２

このプログラムではデータを既に読み込んだも

のとしている（第１章を参照されたい）。２行目

で残差を作っている（residは方程式の残差を指

すEviewsの用語である）。残差の動きと残差の正

規性の検定を行ってみよう（なおこのデータセッ

トは被説明変数のyearconsの昇順で並べられてい

る）。第３章で説明したように４行目にある＠ssr

と＠regobsはそれぞれ残差平方和とサンプル数

である。

View／Actual, Fitted, Residual／Actual, Fit-

ted, Residual Graph

を指示する。結果は図４．３に示すとおりである。

やや分散が増大傾向にあるように見えるがそれほ

どはっきりしたものではない。

次にこの残差が正規分布に従うかどうかをみる
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ためにJacque―Beraの検定を行うことにしよう。

Jacque―Beraの統計量（JB）はサンプルがn、

推定のための方程式の係数がk個として

JB＝
（n－k）
６ ｛Skewness２＋１４（Kurtosis－３）２｝

４．２０）

で求められる（SkewnessとKurtosisの定義につ

いて第１章を参照されたい）。この統計量は当該

変数が正規分布であるという帰無仮説の下で自由

度２のχ２分布にしたがう（片側検定で検定を行

う。自由度２のχ２分布の上側５％の値は５．９９１で

ある）。これを利用する。

View／Residual Test／Histgram―Normality Test

結果は図４．４に示すとおりである。Jacque―

図４．３ 残差の動き

図４．４ 正規性の検定
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Beraの統計量は１８．４６であり、５％水準の臨界値

を上回っている。p値から誤差項が正規分布に従

うという帰無仮説は棄却されている。

このデータはクロス・セクション・データなの

でGoldfeld―Quandtテストを行うためにある変数

を選び、データをその変数の小さい順から大きい

順に並べ替える必要がある。５行目ではデータを

disposalの昇順でソートしている。６―８行で

Goldfeld―Quandtテストのために最初の５０サンプ

ルについて推計し、その残差平方和をf１として

保存している。第３章で説明したように８行目に

ある＠seは方程式の標準誤差である。９―１１行で

後半の７１―１２３番目のサンプルについて推計し残

差平方和をf２と名付けて保存している。１２行で

統計検定料をGOLDQUと名付けて計算している。

各々の式の推計結果は表４．１、表４．２に掲げると

お り で あ る。統 計 量 は０．４９８で あ る（show

GOLDQUで画面左下に表示される）。

表４．１ Goldfeld―Quandtテスト１

Dependent Variable: YEARCONS

Method: Least Squares

Sample:１５０

Included observations:５０

Variable Coefficient Std. Error t―Statistic Prob.

C

DISPOSAL

MONEY

NUMBER

９８．５７７０７

０．２２６１５４

０．０２４８９４

３３．２０４３６

３８．９３２０３

０．１３３４５１

０．００６８１９

１２．０４７５９

２．５３２０３０

１．６９４６５４

３．６５０６７５

２．７５６１００

０．０１４８

０．０９６９

０．０００７

０．００８４

R―squared

Adjusted R―squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin―Watson stat

０．４５１１２９

０．４１５３３３

９０．８３８７３

３７９５７７．０

－２９４．３１６７

２．４５８７９８

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F―statistic

Prob（F―statistic）

２７４．８０００

１１８．８００１

１１．９３２６７

１２．０８５６３

１２．６０２８１

０．０００００４

表４．２ Goldfeld―Quandtテスト２

Dependent Variable: YEARCONS

Method: Least Squares

Sample:７１１２３

Included observations:５３

Variable Coefficient Std. Error t―Statistic Prob.

C

DISPOSAL

MONEY

NUMBER

３６５．０１０２

０．０７７６４８

－０．００１４１３

３．６６０７９７

７１．０９１９３

０．０３６９８７

０．００７６５５

１４．３００５９

５．１３４３４０

２．０９９３２０

－０．１８４６３３

０．２５５９８９

０．００００

０．０４１０

０．８５４３

０．７９９０

R―squared

Adjusted R―squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin―Watson stat

０．０９２６７１

０．０３７１２０

１２８．７６４２

８１２４３０．１

－３３０．５９７３

２．１２４０８７

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F―statistic

Prob（F―statistic）

４５８．２６４２

１３１．２２２７

１２．６２６３１

１２．７７５０１

１．６６８２１７

０．１８６００８
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自由度４６（５０サンプル―４個の係数）と４９（５３

サンプル―４個の係数）のF分布の上側２．５％の

統計量は１．７７２、下側９７．５％の値は０．５６１である。

GOLDQU＝０．４９８＜０．５６１＝F（４６，４９）０．９７５

であるから両側検定の５％水準で誤差項は分散均

一であるという帰無仮説は棄却される。

次にBreusch―Paganテストに移る。１５―２４行で

検定に必要な説明変数となる高次項や交差項を作

成し、これを利用して２５行で推計している（表

４．３参照）。２６行で４．１７b）、４．１８a）式の検定を

行っている（ESS，RSS，R２を方程式で説明し得

た部分、残差平方和と決定係数とすると１－R２＝

RSS／（RSS＋ESS）である。これからESS＝RSS

／（１－R２）－RSSとなる）。第３章で説明したよう

にR２は＠r２として保存されている。結果をshow

bptestで画面に表示する。

この統計量は３３．０７２である。自由度１３のχ２分

布の５％の値は２２．３６２である。

BP＝３３．０７２＞２２．３６２＝χ２（１３）０．０５

であり、分散は均一であるという帰無仮説は５％

水準で棄却される。

しかし推計された誤差項の正規性は棄却されて

いるので、２６行の統計量には問題がある。そこで

２８行でラグランジュ乗数テストを行っている。そ

の結果は nR２＝２１．９６５（＝１２３＊０．１７８６）と計算

される。結果はshow bptest２で画面左下に表示さ

れる。

BP２＝２１．９６５＜２２．３６２＝χ２（１３）０．０５

であるから、分散は均一であるという帰無仮説は

５％水準で棄却されない（採択される）。誤差項

表４．３ Breusch―Paganテストの補助回帰

Dependent Variable: S２

Method: Least Squares

Sample:１１２３

Included observations:１２３

Variable Coefficient Std. Error t―Statistic Prob.

C

DISPOSAL

MONEY

NUMBER

DISP２

DISP３

MONEY２

MONEY３

N２

N３

DISPMO

DISPNUM

MONEYNUM

DIMONUM

－１．１３８６８５

０．００２３３９

０．００１４５８

０．５９６４７８

４．９５E―０６

－１．７７E―０９

－８．６４E―０８

７．７４E―１２

０．０１７０９９

－０．００２０６３

－２．２３E―０６

－０．００１３３６

－０．０００３６５

５．９３E―０７

１．２８４２８８

０．００２５７５

０．０００６７７

１．３９８１１０

２．９４E―０６

８．３４E―１０

１．１１E―０７

７．４１E―１２

０．４４１５３０

０．０３８９２８

７．６６E―０７

０．０００７３５

０．０００１８０

２．０６E―０７

－０．８８６６２７

０．９０８４２８

２．１５３６１６

０．４２６６３１

１．６８５４４２

－２．１２３７０３

－０．７７９３０３

１．０４３６６６

０．０３８７２６

－０．０５２９８３

－２．９０６８０２

－１．８１７７４３

－２．０２７５８３

２．８８２１２７

０．３７７２

０．３６５７

０．０３３５

０．６７０５

０．０９４８

０．０３６０

０．４３７５

０．２９８９

０．９６９２

０．９５７８

０．００４４

０．０７１９

０．０４５０

０．００４８

R―squared

Adjusted R―squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin―Watson stat

０．１７８５８１

０．０８０６１４

１．６７０６９０

３０４．２４１４

－２３０．２２６１

２．２３３２５１

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F―statistic

Prob（F―statistic）

１．００００００

１．７４２３９６

３．９７１１５６

４．２９１２４２

１．８２２８６４

０．０４８１４９
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が正規分布に従わない場合、４．１７b）式、４．１８

a）式に基づく検定量には問題があった。従って

この場合はラグランジュ乗数テストの方がより妥

当である可能性がある。

最後にWhiteテストを行ってみよう。３０、３１行

のようにプログラムを作成して行うこともできる

が、Eviewsは画面で行うことができる。

View／Residual Test／White Heteroskedastic-

ity（no cross term）

View／Residual Test／White Heteroskedastic-

ity（cross term）

最初は交差項を含まない検定、次は交差項を含む

検定（３０行のプログラムと同一となる）である。

結果は表４．４、４．５に掲げるとおりである。

EviewsはF検定とχ２分布に基づくラグラン

ジュ乗数テストの検定と２通りを報告する。F検

定は定数項以外のすべての説明変数の係数が０

（d１＝…＝dk＝０）という帰無仮説を検定するも

のである。Obs＊R―squaredはnR２を用いたラグラ

ンジュ乗数テストの検定である（３１行のプログラ

ムと同一の結果となる）。

自由度６（交差項を利用しない場合）のχ２分

布の５％点は１２．５９２、自由度９（交差項を利用す

る場合）では同じく１６．９１９である。

White１＝１０．５１７＜１２．５９２＝χ２（６）０．０５

White２＝１２．２０５＜１６．９１９＝χ２（９）０．０５

であるから、いずれの場合も５％水準で分散均

一の帰無仮説は棄却されない（p値は０．１０４と

０．２０２である）。またF検定も１．８０８と１．３８３であり。

そのp値から分散均一の帰無仮説は採択される。

このように診断検定（diagnostic test）の結果

は、検定方法により異なることがある。その場合

は少標本か大標本か、あるいは検定の前提が充た

されているのかいないのか等を判断する必要があ

表４．４ Whiteテスト（交差項無し）

White Heteroskedasticity Test:

F―statistic

Obs＊R―squared

１．８０７６５２

１０．５１７０７

Probability

Probability

０．１０３５０４

０．１０４４９９

Test Equation:

Dependent Variable: RESID ２^

Method: Least Squares

Sample:１１２３

Included observations:１２３

Variable Coefficient Std. Error t―Statistic Prob.

C

DISPOSAL

DISPOSAL ２^

MONEY

MONEY ２^

NUMBER

NUMBER ２^

－３７８５．３８１

１３．６２４６７

－０．００１００６

－１．３４１６２７

０．０００１４１

７５３０．９６３

－１１３２．２６４

８９５０．７０９

１４．４１４８８

０．００５４３２

２．９１３４６６

０．０００３１９

６０８５．７７７

８５２．１７６１

－０．４２２９１４

０．９４５１８１

－０．１８５１３４

－０．４６０４９２

０．４４１４８８

１．２３７４６９

－１．３２８６７４

０．６７３１

０．３４６５

０．８５３４

０．６４６０

０．６５９７

０．２１８４

０．１８６６

R―squared

Adjusted R―squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin―Watson stat

０．０８５５０５

０．０３８２０３

２３２５９．５８

６．２８E＋１０

－１４０７．６２６

１．８８３４５７

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F―statistic

Prob（F―statistic）

１３６１１．７２

２３７１７．０２

２３．００２０５

２３．１６２０９

１．８０７６５２

０．１０３５０４
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る。

４．５ 分散不均一が存在するときの修正

Goldfeld―Quandtテスト、Breusch―Paganテス

ト、Whîtêテストで分散不均一であると判断され

たとしよう、その時我々は２つの課題に留意する

必要がある。一つはそれが必要な変数を落とした

り関数形を誤ったことによる見せかけの分散不均

一なのか、あるいはモデルの定式化が正しいにも

関わらず起きている真の分散不均一なのかどうか

を検討することである。

一つはモデルの定式化が正しいにもかかわらず

起きた真の分散不均一であるとしたとき、それを

どのように修正するかということである。

ここでは後者の問題を取り上げる。分散が不均

一の場合でも、その推定量は一致性と不偏性は

持っていた。有効性が無くなりt検定やF検定が

できないということが問題であった。従ってこの

修正が必要となる。

簡単化のために

yi＝a＋bxi＋ei ４．２０）

を考える。分散が均一であれば以下のようであっ

た。

＾V（b）＝ σ２

Σ（xi－x）２
４．２１）

である。これに対し分散が不均一であれば以下の

ようである。

V（ei）＝σ２i＝σ２zi２ ４．２２）

４．２２）式を４．２１）式に代入すると以下のようであ

る。

表４．５ Whiteテスト（交差項あり）

White Heteroskedasticity Test:

F―statistic

Obs＊R―squared

１．３８３０４２

１２．２０４５４

Probability

Probability

０．２０４００２

０．２０２０２２

Test Equation:

Dependent Variable: RESID ２^

Method: Least Squares

Sample:１１２３

Included observations:１２３

Variable Coefficient Std. Error t―Statistic Prob.

C

DISPOSAL

DISPOSAL ２^

DISPOSAL＊MONEY

DISPOSAL＊NUMBER

MONEY

MONEY ２^

MONEY＊NUMBER

NUMBER

NUMBER ２^

－３９０．７９６１

９．４４７４１２

－０．００４７８３

０．０００１４４

３．７９２９３２

－２．６６８０１０

７．６０E－０５

０．５２７８０８

６５３９．７３８

－１４５５．０２１

９８８４．４０６

２４．７０３２２

０．００６７０７

０．００２０３０

６．４６３２５７

５．１４９４８５

０．０００３７１

１．５２４８２９

６２４６．４３８

９７８．９８２３

－０．０３９５３７

０．３８２４３６

－０．７１３２３５

０．０７１０１０

０．５８６８４５

－０．５１８１１２

０．２０４７９３

０．３４６１４２

１．０４６９５５

－１．４８６２５８

０．９６８５

０．７０２９

０．４７７２

０．９４３５

０．５５８５

０．６０５４

０．８３８１

０．７２９９

０．２９７４

０．１４００

R―squared

Adjusted R―squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin―Watson stat

０．０９９２２４

０．０２７４８１

２３３８８．８７

６．１８E＋１０

－１４０６．６９６

１．８６８８６９

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F―statistic

Prob（F―statistic）

１３６１１．７２

２３７１７．０２

２３．０３５７１

２３．２６４３５

１．３８３０４２

０．２０４００２

１６７ 郵政研究所月報 １９９９．７



＾V（b）＝Σ（xi－x）
２σ２i

（Σ（xi－x）２）２
＝
σ２Σ（xi－x）２zi２

（Σ（xi－x）２）２
４．２３）

４．２３）式の右辺は明らかに４．２１）式とは異なる

（これは４．１３）式の問題と同一である）。ただし

ここでσ２iは未知である。これに替えて観察可能

な４．２０）式の残差を用いるのがWhiteの修正で、

分散不均一の時の一致性のある標準誤差（het-

eroskedasticity ― consistent standard errors ,

HCSEs）といわれる９）。この修正でt検定やF検定

などの仮説の検定を行うことができる。

＾V（b）＝ ＾Σ（xi－x）２ei２

（Σ（xi－x）２）２
４．２４）

＾ここでêiは４．２０）式のOLS残差（yi－â－bxi）で

＾ ＾ ＾ある。V（b）＝seh（ b）２とし、

t＝
b^－b
＾seh（ b）

を利用し、t検定を行うことがができる。ただし、

このt統計量が標準正規分布に従うことを証明す

るためには、標本数が十分多いことが必要である。

このWhiteの修正をEviewsはオプションで次のよ

うに行うことができる。

equation eq４＿１．LS（h） yearcons c disposal

money number

（h）がHCSEsを求めるためのオプションであ

る。参考までにその結果を表４．６に掲げておく。

なおWhiteの修正で変わるのは、各変数の係数推

定量の標準誤差、t値とp値であり、係数の推定量

は変わらないことを確かめられたい。

４．６ 加重最小自乗法とデータの変換

集計されたデータについて、分散が不均一であ

るときその調整のための係数が与えられているこ

とは希である。特に時系列データについては、未

知であるケースが大半であろう。しかしその希な

例外として、集計されたデータを用いかつその集

計のウエイトが予め分かっていることがある。た

とえば公表されている家計調査や全国消費実態調

査では、グループ毎（都道府県単位や、年齢階層

毎等）の平均の他に集計されたサンプル数、場合

によっては母集団を考慮した調整係数が発表され

ている。このサンプル数や調整係数を用いて推計

することができる。再び簡単な例を考える。

９） 説明変数がk個の場合の特殊ケースとして４．２４）式が導かれる。k個の場合もこの拡張で行われることが知られている。

表４．６ Whiteの一致性ある推計

Dependent Variable: YEARCONS

Method: Least Squares

Sample:１１２３

Included observations:１２３

White Heteroskedasticity―Consistent Standard Errors & Covariance

Variable Coefficient Std. Error t―Statistic Prob.

C

DISPOSAL

MONEY

NUMBER

１７９．２７９６

０．１２３１７８

０．００９１８２

２８．３６１９０

２４．９３５１６

０．０３１５０７

０．００５９５３

６．４３０７３２

７．１８９８３４

３．９０９５７９

１．５４２４２８

４．４１０３６９

０．００００

０．０００２

０．１２５６

０．００００

R―squared

Adjusted R―squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin―Watson stat

０．３８５１７８

０．３６９６７８

１１８．６１３９

１６７４２４２．

－７５９．９２８７

１．８８７１４２

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F―statistic

Prob（F―statistic）

３６３．８０４９

１４９．４０１３

１２．４２１６０

１２．５１３０６

２４．８５０６１

０．００００００
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yi＝a＋bxi＋ei ４．２５）

V（ei）＝σ２
i

Eviewsはサンプル数や調整係数が既知であれ

ば、それをwiとし、以下の目的関数を最小化する。

S＝Σw２
i（yi－a－bxi）２＝Σ（wiyi－awi－bwixi）２

４．２６）

wiで 加 重 さ れ る の で、加 重 最 小 自 乗 法

（weighted least squares, WLS） という。４．２６）

式から明らかなように、推計されるパラメータは

４．２５）式のOLSの値とは異なったものになる。こ

の点でWhiteのHCSEsがパラメータ自体は変化さ

せずに分散（標準誤差）を修正するのとは異なる。

４．２６）式を子細に検討すると４．２６）式は

wiyi＝awi＋bwixi＋wiei ４．２７）

という式のOLS目的関数になる。V（wiei）がiに

依存しなければ４．２７）式をOLSで推定すると

BLUEが得られる。

１９９４年の家計調査年報でWLSを行ってみよう。

家計調査年報では勤労者世帯について都道府県庁

所在地及び川崎市、北九州市の４９市毎に、収入や

消費支出の平均値と調整係数が報告されている。

その調整係数、経常収入、消費支出を用いて消費

関数を推計する。

このWLSをEviewsはオプションで次のように

行うことができる。サンプル数やなどウエイトに

なる調整係数の名前を仮にcodeとする

（consumpi＊codei）＝a＊codei＋b（incomei＊codei）

＋ei＊codei ４．２８）

を推計するコマンドは次の通りである。

equation eq４＿１．LS（w＝code）consump c

income

w＝codeのWがWLSを指示し、そのウエイトが

codeであることを示している（もちろん４．２８）

式にある変数を作成し、４．２８）式をOLSコマンド

で推計しても同一である）。

結果は表４．７に掲げるとおりである（比較のた

めに通常のOLS推計も併せて掲げる）。

Eviewsは加重された統計量（残差を４．２６）式か

＾ ＾ら得られる推定量（ a，b）を用いたcode＊con-

＾ ＾sump―code＊a ― b＊code＊incomeで計算）と加重さ

れない統計量（残差を４．２６）式から得られる推定

＾ ＾量を用いたconsump― a ― b＊incomeで計算）とを

出す。

通常のOLSとWLSを比較すると、係数、t値、

AdjR２の全てが異なることが分かる。このことは

グループ化されたデータにより分析するときは、

調整係数やサンプル数を考慮しないと結果の解釈

を誤るという一つの事例である１０）。

もう一つの特殊なケースは、分散不均一の要因

である変数とその変数と誤差項の関係が既知であ

るケースである。これについては基準化の例を参

考に挙げることができる。

４．１２）式で本来Nで基準化されるべきモデルが

基準化されていないとき、その分散がNt２に依存す

ることを示した。これは逆に言えば、基準化すれ

ば分散不均一の問題は解決することを意味してい

る。これを再論してみよう。

yi＝a＋bxi＋ei ４．２５）

において、次式のようにeiの分散が説明変数の

xiの平方根に比例するとしよう。

すなわちV（ei）＝σ２xi。

V（ ei√xi）＝
１
xi
V（ei）＝

１
xi
σ２xi＝σ２ ４．２９）

４．２５）式の両辺を√xiで徐し

yi／√xi＝a／√xi＋b（xi／√xi）＋ei／√xi ４．３０）

とする。このとき４．２９）式より

１０） ちなみに表４．７．２のOLS推計についてWhiteテストで分散不均一を検定しても、分散均一の帰無仮説は棄却されないことを読者
は確かめられたい。従って一見不均一分散の問題は現れないように見えるかもしれない。しかしその差は表に掲げるとおりで
ある。全国消費実態調査や家計調査などの多くのサーベイについては、その個票を直接用いずに集計された結果で分析すると
きは、この調整に常に配慮する必要がある。

１６９ 郵政研究所月報 １９９９．７



ei／√xi～（０，σ２）

となる。yi／√xi＝Yi＊、１／√xi＝zi、（xi／√xi）＝X＊i 、

（ei／√xi）＝E＊i とおくと

Y＊i ＝azi＋bXi＊＋E＊i ４．３１）

４．３１）式は分散均一であるのでOLSで推定すれ

ばよいことになる。これは

wi＝１／√xi＝zi

とし、４．２５）をWLS法で推定することと同一で

ある。

表４．７．２ 調整係数を使わない場合

Dependent Variable: CONSUMP

Method: Least Squares

Sample（adjusted）:１４９

Included observations:４９after adjusting endpoints

Variable Coefficient Std. Error t―Statistic Prob.

C

DISPOSAL

１７７０３０．７

０．３１５６２０

２９６２８．８０

０．０５２４３７

５．９７４９５３

６．０１９０５７

０．００００

０．００００

R―squared

Adjusted R―squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin―Watson stat

０．４３５２９３

０．４２３２７８

２０４９７．９０

１．９７E＋１０

－５５４．９８２８

１．４８３１０８

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F―statistic

Prob（F―statistic）

３５４４９５．０

２６９９１．４５

２２．７３３９９

２２．８１１２１

３６．２２９０５

０．００００００

表４．７．１ WLSの例

Dependent Variable: CONSUMP

Method: Least Squares

Sample:１４９

Included observations:４９

Weighting series: CODE

Variable Coefficient Std. Error t―Statistic Prob.

C

INCOME

１１４５１７．２

０．４２２７０８

２０４００．４５

０．０３７５３４

５．６１３４６３

１１．２６１９１

０．００００

０．００００

Weighted Statistics

R―squared

Adjusted R―squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin―Watson stat

０．９９０９２５

０．９９０７３２

１８２９２．９４

１．５７E＋１０

－５４９．４０６３

１．５０９５５０

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F―statistic

Prob（F―statistic）

３４７７９９．０

１９００１３．０

２２．５０６３８

２２．５８３６０

５１３１．９３８

０．００００００

Unweighted Statistics

R―squared

Adjusted R―squared

S.E. of regression

Durbin―Watson stat

０．３７７７６４

０．３６４５２５

２１５１６．６９

１．４３０６３４

Mean dependent var

S.D. dependent var

Sum squared resid

３５４４９５．０

２６９９１．４５

２．１８E＋１０
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