
第８章 単位根と共和分

株価の将来は予測することはできない、あるい

は市場のことは市場に聞けといわれることがある。

我々はある変数（たとえば株価）のデータから、

その株価の将来を読みとれないということがある

のだろうか。

GDPや消費、鉱工業生産等のマクロ時系列

データは、上昇トレンドを持つものが多い。そう

であれば時間と共に平均は増加し、分散も大きく

なることが予想される。このトレンドはデータの

性質に何らかの影響を及ぼすことはないのだろう

か。

さらに、将来を全く読みとれないような変数を

（被説明変数や説明変数として）用いて回帰分析

をしても、意味のある結果は得られそうにないで

あろう。またトレンドを持つような変数をそのま

ま利用しても、そのトレンドの影響により推計に

はバイアスが生じるかもしれない。

このような時系列データの性質に関する問題を

本章では、データの定常性（stationarity）、その

検定方法である単位根検定（unit root test）、変

数間の関係を検定する共和分テスト（cointegra-

tion test）の観点から取り上げる。

１ データの定常性

我々が観察している時系列データは、ある確率

過程（stochastic process）からの実現値である。

その確率変数をytとしよう（添字tはある時点を

表すものである）。

その確率変数が次の条件を満足するとき、

E（yt）＝μ for all t ８．１）

V（yt）＝σ２ for all t ８．２）

Cov（yt，yt－k）＝γk k＝…，－１，０，１，２…

８．３）

そのデータは定常性を充たす、あるいは弱定常

過程（weakly stationary stochastic process）で

あるという。すなわち期待値（平均）と分散は時

間を通じて一定であり、かつ自己共分散（auto–

covariance）は時点の２時点の差kのみに依存し、

時点tには依存しない。これらの条件を満たすと

きデータは定常である１）２）。８．１）～８．３）式のいず

れかの条件を満たさないとき、そのデータは非定

常（non–stationary）であるという。この時系列

データの分析では、第５章で取り上げたように標
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相関（PAC）が、検定によく用いられる。

定常な確率過程の代表としてホワイト・ノイズ

（white noise）がある。これは

E（yt）＝μ for all t ８．４）

V（yt）＝σ２ for all t ８．５）

Cov（yt，yt－k）＝０ k＝±１，２… ８．６）

を充たすもので、平均、分散が一定で、系列相関

が全くないものである３）。

ではなぜデータの定常性が問題になるのかを考

えてみよう。次のような確率過程、あるいはデー

タの生成過程（data generating process, DGP）

を想定する。

yt＝yt－１＋ut ut～IID（０，σ２） ８．７）

ytは前期の値yt－１とホワイト・ノイズな誤差に

依存する。この８．７）式のような過程をランダム・

ウオーク（random walk）という。

ytの初期値をy０とすると、

y１＝y０＋u１

y２＝y１＋u２＝y０＋u１＋u２

……

yt＝y０＋u１＋u２＋…ut＝y０＋Σuj ８．７）’

となる。このとき

E（yt）＝y０ ８．８a）

V（yt）＝E（u２１＋u２２＋…u２t）＝tσ２ ８．８b）

Cov（yt，yt－k）＝（t－k）σ２ ８．８c）

となる。t→∞のとき、分散は無限大となるので、

８．８b）式と８．８c）式よりこのデータは定常性を

充たさない。

xtもytと同様の性質を持つものであるとする。

この時次の回帰を考える。

yt＝a０＋a１xt＋et

etは誤差項とする。

a^１＝
Σ（xt－x）yt

Σ（xt－x）（xt－x）
でパラメータは与えられ

た。分母は何を意味するだろうか。

＾ ＾t統計はt＝ a１／se（ a１）である。分散が無限大に

なるとき、t統計量は意味を持つであろうか？

GrangerとNewboldは８．７）式に従うytとxtを独

立にランダムサンプルを作成し、推計してこの問

題を指摘した（独立の非定常なランダムサンプル

であるからytとxtは無相関である）。a１＝０の帰無

仮説が伝統的なt検定で採択されず、かつ高い決

定係数（R２）が得られること、DWが極めて低い

ことを報告した４）。本来相関を持たないはずのyt

とxtの回帰でこのような結果が得られることは奇

妙である。見せかけの相関（spurious correlation）

から、高い決定係数と有意なt値が得られたので

ある。このような回帰を見せかけの回帰（spuri-

ous regression）という。被説明変数、説明変数

の中に１個でも非定常な変数が含まれていれば、

見せかけの回帰が生じる場合がある。これがデー

タが定常かどうかが問われる意味である。

非定常な性質を持つデータとしてどのようなも

のがあるかを見てみたい。

ランダム・ウオークとして８．７）式を考えた。

８．７）式の１回の階差（first difference）をとる

と

△yt＝yt－yt－１＝ut ８．９）

となり、８．９）式の△ytは定常となる。このよう

に階差をとり定常過程になるものを階差定常（dif-

ference–stationary, difference–stationary proc-

ess, DSP）という。１回の階差をとって定常にな

る場合を１次で和分された（integrated of order

１）といい、Ｉ�１と表記する。d回の差分を取っ

て定常になる場合をＩ�ｄ変数という。

３） 期待値が０の場合ホワイト・ノイズをIID（independently and identically distributed, i.i.d）ということがあり、yt～IID（０，
σ２）と表記する。
また正規分布にしたがうときNID（normally, independently and identically distributed, n.i.i.d）ということがあり、yt～NIID
（０，σ２）と表記する。

４） R２＞DWは定式化の誤りのシグナルであることを３章で説明したが、これはまた見せかけの回帰のシグナルでもある。
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８．７）式に定数項を加えると

yt＝a＋yt－１＋ut ut～IID（０，σ２） ８．１０）

となる。これを趨勢付き、あるいはドリフト

（drift）付きランダムウオークという。初期値を

y０とし代入を繰り返すと、以下のようである。

yt＝at＋y０＋u１＋u２＋…＋ut＝at＋y０＋Σuj

８．１０）’

E（yt）＝at＋y０は線形トレンドatを持ち、またV

（yt）はtσ２となるのでytは非定常である。

１回の階差をとると、

△yt＝a＋ut ８．１０）”

となり、平均aだけドリフトしている定常なデー

タとなる。これもDSPである。

さらにタイムトレンドtを考える。

yt＝b０t＋yt－１＋ut ut～IID（０，σ２） ８．１１）

となる。ここでは係数b０のトレンドを持つとする。

上式を書き直すと

△yt＝b０t＋ut ８．１１）’

△yt－b０t＝ut ８．１１）”

となり、トレンドの回りで定常となる５）。このよ

うな場合を確定的トレンド（deterministic trend）

を持つという。時間に回帰しトレンドを除去（de-

trending）し、定常にするものであり、確定トレ

ンド定常過程（trend stationary process, TSP）

という。８．１１）’式によって発生する△ytはTSP過

程である。

これに対し、和分される過程の分散がトレンド

に依存する場合、確率的トレンド（stochastic

trend）を持つという。確率トレンドは階差定常

の一つのパターンとして捉えることができる。

定数項とトレンドを加えた

yt＝a＋b０t＋yt－１＋ut ８．１２）

を考えることができる。

DGPでデータが定常であるか、あるいはそれ

がDSPかTSPなのか、もしくは確率的トレンドを

持つものか確定的トレンドを持つのかが問題と

なった。

DSPとTSPの違いは、TSPであればあるショッ

クが加わってもその影響はやがては０となり、均

衡はトレンドに復帰する、DSPであればショック

は恒久的なもとして残り均衡事態が変化するとい

うことにある（８．７）’式と８．１０）’式を参照）。たと

えば伝統的なマクロのケインズ理論や貨幣数量説

は、均衡への回帰を前提とする点で現実のデータ

はTSPであることを暗黙の内に仮定している。実

物的景気循環論は技術進歩や生産性の革新の効果

が累積しそのショックは恒久的で、均衡が変化す

るという点でDSPを想定している。

あるいは株式に関する効率的市場仮説は、株価

がランダムウオークであることを想定している。

予測を行う場合、確定的トレンド（TSP）であ

れば、トレンドの回りで分散は一定であるから一

定の幅の信頼区間となる６）。確率的トレンド

（DSP）であれば、分散は時間と共に変化するた

めに、長期の予測は誤差の分散が大きくなるので、

これを長期予測に用いるのは困難である７）。

２ 単位根検定

２．１ 単位根

DGPでデータが定常であるか、あるいはそれ

がDSPかTSPなのか、もしくは確率的トレンドを

持つものか確定的トレンドを持つのかが問題と

５） ８．１１）’式から明らかなように、トレンドのあるモデルは、階差をとっても期待値（平均）は時間に依存するので定常とはなら
ない。

６） 例えばyt＝a＋bt＋ut、ut～IID（０，σ２）を考える。Tまでの情報を使ってyT＋jの予測（yT＋j／Tとして表記する）を作るとyT＋j／T＝a
＋b（T＋j）になり、予測誤差とその分散はそれぞれuT＋jとσ２となる。

７） 例えば、８．７）式を利用し、注６）と同様にyT＋j／Tを作るとyT＋j／T＝yTになり、予測誤差とその分散はそれぞれuT＋１＋…＋uT＋jとjσ２

となる。
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なった。このデータの定常性の検定を行うのが、

Dickey、Fullerによって提唱された単位根検定で

ある（unit root test）。次の定数項を持つAR（p）

モデルを考える。

yt＝a＋b１yt－１＋b２yt－２…＋bpyt－p＋ut

ut～IID（０，σ２u） ８．１３）

ラグオペレータL（Lyt＝yt－１ L２yt＝yt－２，…Lpyt＝

yt－p）を用いると、

（１－b１L－b２L２－…－bpLp） yt＝a＋ut

８．１４）

となる。このとき特性方程式（characteristic

equation）

１－b１L－b２L２－…－bpLp＝０ bkはパラメータ

８．１５）

を考える。データが定常であるということは

８．１５）式の解（根）がすべて絶対値で１より大き

いということである。

簡単な定数項のないAR�１のケースを見てみよ

う。

yt＝b１yt－１＋ut

ラグオペレータを使い書き直すと

（１－b１L）yt＝utである。特性方程式は、

１－b１L＝０

であり、L＝１／b１の解を持つ。したがってデータ

が定常であれば｜b１｜＜１である。直感的にいう

と｜b１｜＞１であれば、AR�１モデルは発散する。

b１＝－１であれば、周期を２として発散する。

従って問題となるのはb１＝１（すなわちL＝１、

unity）のケースである。この検定を単位根検定

という。

AR�３のケースを考える。

（１－b１L－b２L２－b３L３）yt＝ut ８．１６）

単位根が少なくとも１個存在すれば

（１＋cL＋dL２）（１－L）yt＝ut ８．１６）’

と書き直される（c、dはbkに依存する）。単位根

が１個のみであれば

１＋cL＋dL２＝０の根の絶対値は１より大きい

ことになる。仮に単位根が２個存在するのであれ

ば

（１－eL）（１－L）（１－L）yt＝ut、｜e｜＜１

８．１６）”

となる（eはc、dに依存する）。２回階差をとる

と、

（１－L）（１－L）yt＝△２ytは定常となる。

２．２ DFテスト、ADFテスト

単位根の検定方法や統計量については実に多く

の提案がなされている。最初に単位根の検定と検

定 統 計 量 を 示 し たDickey、FullerのDickey–

Fullerテスト（DF test）とその拡張版であるADF

テスト（Augmented Dickey–Fuller test, ADF

test）についてみる。

（DFテスト）

DFテストは次の帰無仮説と対立仮説を考える。

帰無仮説は、データには単位根がある（データ

は非定常である）。

対立仮説は、データには単位根は存在しない

（データは定常である）。

ランダム・ウオーク、ドリフト付きランダム・

ウオーク、トレンドのあるモデルに応じて次の三

つの式を考える。

yt＝b１yt－１＋ut

△yt＝（b１－１）yt－１＋ut ８．１７）

yt＝a０＋b１yt－１＋ut

△yt＝a０＋（b１－１）yt－１＋ut ８．１８）

yt＝a０＋b０t＋b１yt－１＋ut

△yt＝a０＋b０t＋（b１－１）yt－１＋ut ８．１９）

８．１７）式において帰無仮説と対立仮説は、次の

ようにかける。

H０：b１＝１ H０：b１－１＝０

H１：b１＜１ H１：b１－１＜０

ここで帰無仮説についてt検定を行うことが考
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えられる。残念ながら単位根が存在する場合、そ

の分布は通常のt分布に従わないことをDickey、

Fullerは示した。８．１７）～８．１９）式でそれぞれ分

布が異なる。MacKinnonは更に詳細な統計量を

示した。その分布をτ分布、統計量をτ統計量と

いう８）。このτ分布はt分布に比べて、下側（マイ

ナス）に片よっている。８．１７）～８．１９）式に応じ

てτnc、τc、τctとMacKinnonは表記している（nc

はno constant、cはconstant、ctはconstant and

trendである。なお表記の仕方は人によりまちま

ちであり、関連文献を読むときは注意してほし

い）。サンプルが１，０００の時５％水準の臨界値は、

－１．９４（τnc）、－２．８６（τc）、－３．４１（τct）である。

１％水準の臨界値は－２．５６（τnc）、－３．４３（τc）、

－３．９６（τct）である（Davidson and MacKinnon

［１９９３］, table２０．１）。

対立仮説をみると、この検定は片側検定で行う

べきであることが分かる。得られた統計量がτ統

計量の臨界値よりも小さければ、帰無仮説は棄却

される（単位根は存在せず、データは定常である）。

得られた統計量が臨界値より大きければ、帰無仮

説は棄却されない（単位根は存在し、データは非

定常である）。

（ADFテスト）

時系列データでは誤差項に系列相関がしばしば

生じる。系列相関がある場合の単位根検定として

考えられたのがADF（Augmented Dickey–Fuller）

テストである。簡単なAR�２のケースを考える。

yt＝b１yt－１＋b２yt－２＋ut

ut～IID（０，σ２） ８．２０）

ラグオペレータを使い書き直すと

（１－b１L－b２L２）yt＝ut

（１－cL）（１－dL）yt＝ut

である。ここでc＋d＝b１、cd＝－b２である。｜c

｜＜１かつ｜d｜＜１であれば単位根は存在しな

いことは前述した。c＝１かつ｜d｜＜１であれ

ば１個の単位根が存在し、データは非定常である。

このときb１＋b２＝１、b２＝－dである。これを利

用して書き直すと

yt＝（b１＋b２）yt－１－b２（yt－１－yt－２）＋ut

△yt＝（b１＋b２－１）yt－１－b２△yt－１＋ut ８．２１）

となる。以下の仮説検定を行えばよい。

H０：b１＋b２－１＝０

H１：b１＋b２－１＜０

８．２１）式において△ytの最大のラグが１なので、

これはADF�１と呼ばれている。

８．１８）式、８．１９）式に対応して

yt＝a０＋b１yt－１＋b２yt－２＋ut

△yt＝a０＋（b１＋b２－１）yt－１－b２△yt－１＋ut

８．２２）

yt＝a０＋b０t＋b１yt－１＋b２yt－２＋ut

△yt＝a０＋b０t＋（b１＋b２－１）yt－１－b２△yt－１＋ut

８．２３）

とドリフトやトレンドを含むモデルの検定に拡張

できる。ラグの選択が正しいとしてb１＋b２－１＝

０をt検定で検定する場合には、８．２１）式、８．２２）

式と８．２３）式の臨界値は、それぞれ８．１７）式、

８．１８）式と８．１９）式と同値になる。

一般的なADFテスト（ADF�p）は以下のよう

になる。

△yt＝cyt－１＋d１△yt－１＋…＋dp△yt－p＋ut ８．２４）

ここにおいて、H０：c＝０、H１：c＜０を検定す

れば良い。d１，…，dpの仮説検定を行う場合t統

計量は標準正規分布に従うこのに対して、c＝０

の仮説検定を行う場合t統計量はτ分布に従う。

ドリフトやトレンドを含むモデルは同じように拡

張できる。

△yt＝a０＋cyt－１＋d１△yt－１＋…＋dp△yt－p＋ut

８） 分布表は山本［１９８８］、Davidson and Mackinnon［１９９３］に与えられている。
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ut～IID（０，σ２） ８．２５）

△yt＝a０＋b０t＋cyt－１＋d１△yt－１＋…＋dp△yt－p＋ut

ut～IID（０，σ２） ８．２６）

２．３ PPテスト

系列相関がある場合にも有効な単位根検定を行

うもう一つの方法が、PhillipsとPerronによって

開発されたノンパラメトリック（nonparametric）

な検定方法でPhillips–Perronテスト （PPテスト）

である。これはNewey–Westの分散不均一と系列

相関がある下での一致性のある推定量の考え方を

利用するものである。

△yt＝（b１－１）yt－１＋ut＝cyt－１＋ut ８．２７）

を考える。PPテストの統計量Zは、

＾^分散をS２u＝１／TΣT
t＝j＋１ utut、

＾^S２tq＝Σ utut／T＋２Σt＝１
q ΣT

t＝j＋１ û tû t－j／T

８．２８）

qはラグの次数９）とし、

Z＝（Suτb１）／Stq－１／２（S２tq－S２u）

／｛Stq（T２ΣT
t＝２（yt－１－y－１）２）１／２｝ ８．２９）

で与えられる。τb１は８．２７）式におけるcのt値

である。この統計量の臨界値は８．１７）式のDF検

定と同様になる。

８．１８）式と８．１９）式に対応して、推計を行うこ

とになる。これらの統計量の臨界値はそれぞれ

８．１８）式と８．１９）式のDF検定と同様になる。

２．４ Eviewsでの推計例

単位根の検定は

Quick／Series Statistics／Unit Root Test

を選択する（図１参照）。単位根の検定を行う変

数名をSeries nameとして聞いてくる。

９） Eviewsはラグの次数qを
q＝floor（４（T／１００）２／９）で選択する。

図８．１ 単位根の検定選択
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Series nameのダイアログに検定したい変数名

を指定する（図２参照）。たとえばdisposalとい

う変数を入れる。

その次に

Test TypeとしてAugmented Dickey–Fullerか

Phillips–Perronかの選択、

Test for unit root inとしてレベル（Level）、１

回の階差（１st difference）、２回の階差（２nd dif-

ference）のいずれによるか、

Include in test equationとして、定数項を含む

（Intercept）、トレンドと定数項とを含む（Trend

and intercept）、いずれも含まない（None）の

選択、

Lagged differenceとして何期ラグを取るかの

選択

を聞いてくる（図３参照）。

具体的な手順としては、

�１ DFテスト、ADFテスト、PPテストの選択

（ADFを選択し、ラグの長さを０とすればDF

テストとなる）を行う。

�２ ８．１７）～８．１９）式、８．２４）～８．２６）式に対応

して、定数項（ドリフト）とトレンド共に無し、

定数項有り（トレンド無し）、定数項とトレン

ドを共に含むのいずれのモデルを選ぶのかを選

択する。

�３ ADFテストまたはPPテストを選択するので

あれば、ラグの長さを選択する１０）。

�４ レベルで検定するか、１回の階差をとったも

のについて検定するか、２回の階差をとったも

のについて検定するかを選択する。

以上のそれぞれについて指定しなくてはならな

い。一般的な例を挙げれば

１０） ラグの長さの意味はこの二つのテストによって違うことに注意が必要である。ADFテストの場合ラグの選択は８．２４）式（又は
８．２５）式、８．２６）式）におけるpの選択になるが、PPテストの場合ラグの選択は８．２８）式におけるqの選択になる。

図８．２ 検定する変数の入力
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Ａ）ADFテストとPPテストを共に行う。

Ｂ）少なくとも定数項を含む（Intercept）、トレ

ンドと定数項とを含む （Trend and intercept）

の二通りのモデルの検定は行う。

Ｃ）ADFテストの場合ラグの長さは十分長く取

り、有意でないものについて除去し短くする

（選択はAICによることが多い）。

Ｄ）レベルから始め、レベルで単位根の存在が棄

却されなければ１回の階差をとる１１）。

プログラムを書くのであれば、トレンドと定数

項とを含むモデルについていうと、DF、ADF

（ラグの長さは２とする）、PPテスト（ラグの長

さは２とする）は次の通りである。

disposal. UROOT（t）

disposal. UROOT（t,２）

disposal. UROOT（h, t,２）

disoposalはもちろん調べている変数の名前にな

る。HはPPテストを選ぶオプションである（ADF

が既定値）。定数項のみのモデルであればtに替え

てi、定数項トレンド共に無しであればnを入れる。

Eviewsは検定統計量の臨界値としてはMacK-

innonの値によっている。その値を自動的に報告

する。

ここでは実質国内総生産（７０～９７年）の年次デー

タの単位根検定の結果を掲げておく（定数項とト

レンドを共に含むモデルについてのみである）。

DFテストの結果をレベル（表８．１）と１回の

階差（表８．２）について示す。

表８．１を見ると最上欄に検定の対象となった変

数名が示される（ここではREALGDPである）。

１１） 理論的にこの１回の階差についても単位根の存在が棄却されなければ２回の階差をとり検定を進める。もちろん２回の階差を
とればデータが定常になるという保障はない。その時は３回の階差をとった変数を新しく作り、この手順を繰り返す。しかし
いままでの研究報告を見るとＩ�２（又はＩ�３）の性質を持つ経済変数はほとんどないようである。

図８．３ 単位根の検定方法の選択
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表８．１ Augmented Dickey–Fuller Unit Root Test on REALGDP

ADF Test Statistic －１．７４４４９７ １％ Critical Value*

５％ Critical Value

１０％ Critical Value

－４．３３８２

－３．５８６７

－３．２２７９

＊MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.

Augmented Dikhey–Fuller Test Equation

Dependent Variable: D（REALGDP）

Method: Least Squares

Sample（adjusted）:１９７１１９９７

Included observations:２７after adjusting endpoints

Variable Coefficient Std. Error t–Statistic Prob.

REALGDP（－１）

C

@TREND（１９７０）

－０．２０６５７２

４４９０２２．１

２４７５１．５９

０．１１８４１３

１９９６８３．０

１３９００．８８

－１．７４４４９７

２．２４８６７４

１．７８０５７７

０．０９３９

０．０３４０

０．０８７６

R–squared

Adjusted R–squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin–Watson stat

０．１１８３１１

０．０４４８３７

６２７７７．９１

９．４６E＋１０

－３３５．００００

１．３２５７２８

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F–statistic

Prob（F–statistic）

１１２５２５．４

６４２３４．４７

２４．０３７０３

２５．１８１０２

１．６１０２４４

０．２２０６９１

表８．２ Augmented Dickey–Fuller Unit Root Test on D（REALGDP）

ADF Test Statistic －３．５４４９４５ １％ Critical Value*

５％ Critical Value

１０％ Critical Value

－４．３５５２

－３．５９４３

－３．２３２１

＊MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.

Augmented Dickey–Fuller Test Equation

Dependent Variable: D（REALGDP,２）

Method: Least Squares

Sample（adjusted）:１９７２１９９７

Included observations:２６after adjusting endpoints

Variable Coefficient Std. Error t–Statistic Prob.

D（REALGDP（－１））

C

@TREND（１９７０）

－０．７１８９４４

７９５８２．７８

１３７．７５７２

０．２０２８０８

３４１８７．３８

１７２１．１３８

－３．５４４９４５

２．３２７８４１

０．０８００３８

０．００１７

０．０２９１

０．９３６９

R–squared

Adjusted R–squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin–Watson stat

０．３５６１６４

０．３００１７９

６５２３３．７３

９．７９E＋１０

－３２３．５２７６

１．７８３６７８

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F–statistic

Prob（F–statistic）

－５１６．５０００

７７９７９．１７

２５．１１７５１

２５．２６２６７

６．３６１６９９

０．００６３２３
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次にADF統計量（この場合はDF検定であるから

DF統計量と読者は読み替えられたい）－１．７４が

示される。その横に有意水準１％、５％、１０％の

臨界値が示されている。

検定したモデルの被説明変数が△REALGDPこ

とを表示する（D（REALGDP）で示される）。

説明変数について係数、t統計量等が表示され

る。これはOLSの場合と同じである。

単位根の検定のためにDF統計量の値と臨界値

を比較する。５％水準では－１．７４＞－３．５９である

から、単位根が存在するという帰無仮説は棄却さ

れない。すなわちレベルで見た実質GDPは非定

常である。そのまま回帰分析に利用すると見せか

けの回帰となってしまう可能性がある。このケー

スに見られた単位根問題が経済学や経済政策に与

えたショックは重大であった。実質GDPが非定

常であれば、それをそのまま用いた経済分析は意

味が無く、それに基づく政策は判断を誤る場合が

あるからである１２）。

表８．２を見ると１回の階差をとった場合、最上

欄に検定対象が△REALGDPであることが表示さ

れる（D（REALGDP）で示される）。

検定の対象となった式の被説明変数が△２RE-

ALGDPことが表示される（D（REALGDP,２）で

示される）。DF統計量は－３．５４であり、５％の臨

界値－３．５９をわずかに上回っている。

ADFテストとPPテストについて１回の階差

（ラグは３期）をとった結果を掲げておく（表８．３、

１２） 単位根の検定方法、統計量は実に様々である。実質GDPが必ず単位根を持つとまで言い切ることはできない。その疑いは常に
あるということである。それからREALGDPは単位根を持つかどうかという問題と対数をとったlog（REALGDP）は単位根を
持つかどうかという問題とは、異なる問題である。

表８．３ Augmented Dickey–Fuller Unit Root Test on D（REALGDP）

ADF Test Statistic －３．１０５０４７ １％ Critical Value*

５％ Critical Value

１０％ Critical Value

－４．４１６７

－３．６２１９

－３．２４７４

*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.

Augmented Dickey–Fuller Test Equation

Dependent Variable: D（REALGDP,２）

Method: Least Squares

Sample（adjusted）:１９７５１９９７

Included observations:２３after adjusting endpoints

Variable Coefficient Std. Error t–Statistic Prob.

D（REALGDP（－１））

D（REALGDP（－１）, ２）

D（REALGDP（－２）, ２）

D（REALGDP（－３）, ２）

C

@TREND（１９７０）

－１．０５４８１４

０．３８１５６７

０．３５１３３２

０．３３９３７０

１１９８２０．０

１６３．３１７４

０．３３９７０９

０．２７９４８６

０．２６４０４７

０．２３６４５０

４３４１６．７８

１９４３．２１２

－３．１０５０４７

１．３６５２４５

１．３３０５６６

１．４３５２７２

２．７５９７６２

０．０８４０４５

０．００６４

０．１９００

０．２００９

０．１６９４

０．０１３４

０．９３４０

R–squared

Adjusted R–squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin–Watson stat

０．４５７８６３

０．２９８４１１

５７８５７．５９

５．６９E＋１０

－２８１．３７１４

１．７５４９５１

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F–statistic

Prob（F–statistic）

４２３６．４３５

６９０７４．７１

２４．９８８８２

２５．２８５０３

２．８７１４８１

０．０４６６２８
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８．４参照）。ADFテストについてみると１回の階

差をとっているので、検定の対象の変数は△RE-

ALGDP（D（REALGDP））である。

表８．３を見ると階差をとり、かつラグが３期で

あるので、サンプルが１９７５年～１９９０年となってい

ることが示される（Sample（adjusted））。ただし

トレンドの始期は１９７０年で変わらない。ここでも

ADF統計量は－３．１０５であり、５％の臨界値－

３．６２を上回っている。

表８．４を見るとPPテストについては、最上欄

にPhillips–Perron Unit Root Testとしてその旨表

示される。選択したラグが３期であること、

EviewsがNewey–Westで望ましいとしたラグが

３期であることが示される。

１回の階差をとった関係でサンプル期間が１９７２

年～１９９０年であることが示される。

これらのEviewsの出力結果を全て論文で報告

する必要はない。主要な結果のみを報告する。そ

のやり方は研究者により様々である。一つの例は

次のようなものである。

表８．４ Phillips–Perron Unit Root Test on D（REALGDP）

PP Test Statistic －３．５１４５９８ １％ Critical Value*

５％ Critical Value

１０％ Critical Value

－４．３５５２

－３．５９４３

－３．２３２１

*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.

Lag truncation for Bartlett kernel:３（Newey–West suggests:３）

Residual variance with no correction ３．７６E＋０９

Residual variance with correction ３．６０E＋０９

Phillips–Perron Test Equation

Dependent Variable: D（REALGDP,２）

Method: Least Squares

Sample（adjusted）:１９７２１９９７

Included observations:２６after adjusting endpoints

Variable Coefficient Std. Error t–Statistic Prob.

D（REALGDP（－１））

C

@TREND（１９７０）

－０．７１８９４４

７９５８２．７８

１３７．７５７２

０．２０２８０８

３４１８７．３８

１７２１．１３８

－３．５４４９４５

２．３２７８４１

０．０８００３８

０．００１７

０．０２９１

０．９３６９

R–squared

Adjusted R–squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin–Watson stat

０．３５６１６４

０．３００１７９

６５２３３．７３

９．７９E＋１０

－３２３．５２７６

１．７８３６７８

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F–statistic

Prob（F–statistic）

－５１６．５０００

７７９７９．１７

２５．１１７５１

２５．２６２６７

６．３６１６９９

０．００６３２３

DF ADF PP

トレンドあり トレンド無し トレンドあり トレンド無し トレンドあり トレンド無し

REALGDP －１．７４４ －０．２１５ －３．３１４ ０．４０３ －１．９９９ ０．１３７

△REALGDP －３．５４５ －３．６４２＊＊ －３．１０５ －３．３０７＊＊ －３．５１５ －３．６１７＊＊

ラグ ０ ０ ３ ３ ３ ３
＊＊は５％水準で単位根が存在するという帰無仮説が棄却されることを示す（臨界値はMacKinnon［１９９１］による）
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２．５ 単位根検定の課題

時系列データの分析で単位根検定は、今日不可

欠の手順となっている１３）。しかし課題も多いのが

実状である。

第一の課題はDF、ADF、PPあるいは他に紹介

されている検定方法も、検出力（power）が弱い

ということである。根の値が１に近い（たとえば

０．９８）場合、帰無仮説を棄却しないことがある１４）１５）。

季節調整済みデータ（seasonally adjusted data）

の使用の問題もある。マクロの時系列データは季

節変動が大きいものが多い（消費など）。四半期

データや月次データでは季調済みデータが用いら

れることが多い。その場合帰無仮説を棄却しない

バイアスがかかることが指摘されている。季調済

みデータを利用するよりも年次データを利用する

ことが望ましいということが、MacKinnonやPer-

ronなどによって指摘されている１６）。サンプル数

の問題よりは時間のスパン（span）の問題の方

がより重要だというものである。

第三の課題は構造変化が起きた場合、その検出

力が著しく低くなることである。トレンドが変化

したり、ある時点でジャンプが起きることは、長

期間にはよくあることである。この場合構造変化

（structural break）の前と後の各々は定常であっ

ても、両期間を含むと単位根の存在をほとんど棄

却しないことが知られている。そのためにBaner-

jee, Lumsdaine, Stock（BJS）はサブサンプル毎

に逐次的な（recursive）な検定を行うことを提

唱している。BJSはいくつかの検定量を提案して

いるが、ここでは二つを紹介する。

一つは定数項のダミー変数（又はトレンドのダ

ミー変数）をADFモデルに追加し、全てのデー

タを使用してモデルを推定し、ADF検定量を計

算する。その上で構造変化が起こる時点を１期間

変えて、ダミー変数を作り直して作業を繰り返す

ことである。具体的には次のようである。

△yt＝ao＋bot＋b１yt－１＋b２△yt－１＋cDt（k）＋ut

ut～IID（０，σ２） ８．３０）

トレンドの構造変化を考えるのであれば、

Dt（k）＝t if t＞k

＝０ if t≦k

とする。ドリフト（定数項）の構造変化を考え

るのであれば

Dt（k）＝１ if t＞k

＝０ if t≦k

とする。８．３０）式を推定する時は全て（１，…，

T）のデータを使う。得られるADFのt統計量はk

の選択に依存するからADFskとして表記する。k

をmからT－mまで一個ずつ増やして８．３０）式を

繰り返して推定するとADFsm，…ADFsT－mが得ら

れ る。標 本 数 が２５０の 場 合BJSは（ADFsm，…

ADFsT－m）の最小値の５％有意水準の臨界値は－

４．８０（ドリフト・ダミー）と－４．３９（トレンド・

ダミー）となることを報告している。それらの臨

界値より低い統計値を得ると、データには単位根

がなくてそれぞれドリフト変化とトレンド変化の

証拠になる。BJSによると（m／T）を０．１５ぐらい

に設定した方が良いとされている。この検定方法

は遂次検定（Sequential Test）と呼ばれている。

もう一つの方法は、推定サンプル数をsに設定

１３） 時系列分析では単位根検定を行っていない場合、論文の中に他にどのように優れた着想があろうとも、それだけで相手にされ
ないといっても過言ではない状況にある。

１４） 帰無仮説をデータは定常である、対立仮説をデータは非定常である、と入れ替えた場合、検定結果が異なりうることも指摘さ
れている。

１５） ADFテストも、PPテストも大標本を前提としている。しかし実際我々が用いる時系列データのサンプル（期間）は、かなり短
く大標本の前提を充たさないことが多いという問題もある。

１６） 季調済みの単位根検定の方法も研究されているが、年次データによる単位根検定とサンプル数が４倍となる四半期データによ
る単位根検定を比較すると、後者の検出力の方が前者の検出力よりはそれほど高くはならないともいわれている。
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し、t＝n＋１，…，n＋sのデータを使用して

８．２６）式を推定し、ADF検定量を得ることであ

る。得られたADFのt統計量はnの選択に依存す

るからADFrnとして表記する。nを０からT－sま

で一個ずつ増やして繰り返して推定・検定すると

ADFr０，…ADFrT－sが得られる。標本数が２５０の場

合BJSは（ADFr１，…ADFrT－s）の最小値の５％有

意水準の臨界値は－４．８５となることを報告してい

る。なおBJSはsを全体のサンプルの１／３に選ぶ

ように提案している。この検定方法はローリング

検定（Rolling Test）と呼ばれている。

その簡単な例を円・ドル為替レート（EXCH）

で見てみる。

（Eviewsの推計例）

workfile a: exch m７３:６９８:１２

read a: exch. txt exch

smpl７３:６９８:１２

’作業領域を設定

series _temp＝１

! length＝＠obs（_temp）

delete _temp

’ドリフトを考慮する遂次検定（Sequential Test）

’m＝４５を選択する

! ssize＝４５

series time＝＠trend

’結果を保存する領域を作る。adfstatと名付ける。

matrix（！length－２＊！ssize＋１,２）adfstat

’全てのデータを使用して推計する。

’△EXCH＝a０＋b１EXCH（－１）＋b２t＋b３DUM＋ut

を推計する

’ドリフト・ダミー変数を定義し直すためのルー

プ文

for ! i＝１to ! length－２＊! ssize＋１

series dum＝time＞! i＋! ssize

’８．３０）式の設定・推定

equation temp. ls d（exch）c exch（－１）time

dum

’exch（－１）のt値をadfstatの１列目に保存する。

adfstat（! i,１）＝temp.@tstat（２）

’BPSよりadfstatの最小値の臨界値（－４．８０）を

adfstatの２列目に保存する

adfstat（!i,２）＝－４．８０

next

’以上で各ダミー変数モデルの推計のためのルー

プ分終了

’adfstat. lineとしてadfstatに保存されて各ダミー

のADF統計と臨界値を

’折れ線グラフとして保存 （graph１と名付ける）

freeze（graph１）adfstat. line

graph１. name（１）ADF t–statistic

graph１. name（２）asymptotic５％ critical value

for min ADF

’Sequential ADF t–statistic for Exchange Rate

とグラフに表示する

graph１. addtext（t）Sequential ADF t–statistic

for Exchange Rate

show graph１

’ローリング検定（Rolling Test）を行う

’s＝１００を選択する。

! ssize＝１００

’結果を保存する領域を作る。adfstat１と名付け

る

matrix（! length－! ssize＋１,２）adfstat１

’サブサンプル毎に推計する。

’△EXCH＝a０＋b１EXCH（－１）＋b２t＋utを 推

計する

’各期逐次推計を行うためのループ文

for! i＝１to ! length＋１－! ssize

smpl @first＋! i－１＠first＋! i＋! ssize－２

equation temp. ls d（exch）c exch（－１）time

’exch（－１）のt値をadfstatの１列目に保存する。

adfstat１（! i,１）＝temp. @tstat（２）
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’BPSよりadfstatの最小値の臨界値（－４．８５）を

adfstatの２列目に保存する

adfstat１（! i,２）＝－４．８５

next

’以上で各ダミー変数モデルの推計のためのルー

プ分終了

’adfstat １. lineとしてadfstat １に保存されて各ダ

ミーのADF統計と臨界値を

’折れ線グラフとして保存（graph２と名付ける）

freeze（graph２）adfstat１. line

graph２. name（１）ADF t–statistic

graph２. name（２）asymptotic５％ critical value

for min ADF

graph２. addtext（t）Rolling ADF t–statistic for

Exchange Rate（Window＝１００）

show graph２

ドリフト構造変化を考慮する遂次検定結果と

ローリング検定結果はそれぞれ図８．４と図８．５に

示すとおりである。図８．４によるとすべての

ADF検定値が臨界値より高いので単位根がある

という帰無仮説を棄却することができない。それ

に対して図８．５によると１ヶ所のみであるが、検

定値が臨界値を下回っていることが分かる。

３ 共和分とEngle–Grangerの推定法

３．１ 共和分関係

ある変数（y、x）が１回階差をとれば定常と

なるＩ�１変数であるとき、

yt＝a＋bxt＋ut ８．３１）

の推計が見せかけの回帰モデルである可能性があ

ることを見てきた。８．３１）式においてutの性質が

非常に重要となる。８．３１）式より

ut＝yt－a－bxt ８．３２）

である。bが本当にゼロであればutはytと同様

にＩ�１の変数になり、８．３１）式は見せかけの回帰

モデルになる。一般的に二つのＩ�１変数の線形結

合もＩ�１の変数になるので、通常８．３２）式にある

utもＩ�１になる。しかしutはＩ�０の変数になる

ケースがある。utがＩ�０の変数であればytとxtは

共和分された（cointegrated）といい、共和分関

係（cointegration）をもつという１７）。一次の次数

で和分されているのでCI（１，１）と書くことがあ

る１８）。この場合８．３１）式の推定よりytとxtとの長

期関係についての情報が得られる。utがＩ�１の変

数であれば、ytとxtとの間には長期関係は存在し

ない。ここから８．３１）式のutは単位根を持つかど

うかということが問題になる。

図８．４ Sequential ADF t–statistic Exchange Rate

図８．５ Rolling ADF t–statistic for Exchange Rate

（window＝１００）
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８．３１）式が見せかけの回帰モデルの場合、この

データを定常にした

△yt＝a＊＋b△xt＋u２t ８．３３）

の推計は、計量経済学の観点からは何ら問題なく

行うことができる。この場合、△ytと△xtの間の

短期の効果（short–run relationship）に焦点が当

たり、レベルのytとxtの長期の関係（long–run re-

lationship）に関する情報は無視されることにな

る。可能であればこの長期の関係の情報も取り込

んだ方が望ましい。ytのその期の変化はxtのその

期の変化だけではなく、前期のyt－１とxt－１の関係

にも依存することがあるからである。

先に説明したように、８．３１）式のutが単位根を

持つかどうかということが問題であるが、utを観

測することが可能であればutにADF検定などを

そのまま適用することができる。

＾８．３１）式をOLSで推定するとaとbの推定量（ a

＾ ＾と b）と残差（ut）が得られる。

＾ ＾ ＾ut＝yt－ a － bxt ８．３４）

＾utが定常であれば、ut～Ｉ�０も定常になり、こ

の^utを推計に利用することができる１９）。

ytとxtが下記の二つの条件を満たすのであれば、

ytとxtには共和分関係が存在する。

�１ ytとxtが共にＩ�１変数である。

＾ ＾�２ yt－ a － bxtがＩ�０となる線形結合が存在す

る。

この時は、短期効果のみならず長期効果を考えた

＾ ＾△yt＝c＋d△xt－１＋f（yt－１－ a － bxt－１）＋u１t

＝c＋d△xt－１＋f u^ t－１＋u１t ８．３５）

を分析することができる２０）。

３．２ 共和分の検定とECM

（共和分の検定）

共和分の検定についてEngleとGrangerによっ

て提唱された方法（Engle–Granger test, EG test）

についてみる。変数が２個の場合をみてみたい。

EGテストはADFテストの直接的な応用である。

ytとxtが共にＩ�１であることを検定で確かめる。

yt＝a＋bxt＋ut

をOLSで推計する。そこから得られる残差

u^ t＝yt－ a^ － b^ xt ８．３６）

に関して、帰無仮説と対立仮説を次のようにおき、

H０：utはＩ�１である。

H１：utはＩ�０である。

検定を行う。具体的にはADFの単位根検定を

＾ ＾ ＾△ut＝a＋α ut－１＋β△ut－１＋wt

wt～IID（０，σ２） ８．３７）

について行う。帰無仮説と対立仮説は次の通り

１７） 二変数の場合、共和分関係をもたらすパラメータは１個のみである。
ytを１に基準化し、
vt＝yt－c０－c１xt s１）
を考える。ここでθ０＝c０－a θ１＝c１－bとする。a、bは８．３１）の係数。８．３１）式をs１）に代入すると
vt＝yt－c０－c１xt－θ０－θ１xt
＝ut－θ０－θ１xt s２）
utはＩ�０で、xtはＩ�１であるから、線形結合のvtもＩ�１である。
E（vt）＝０の条件でvt～Ｉ�０であり得るのは、θ０＝θ１＝０のときである。しかしこのときvt＝utとなるので、utは一意に定ま

る。
１８） 一般的にCI（p、q）は複数のI（p）変数のある線形結合がI（p－d）となることを意味する。
１９） ８．３４）式と８．３１）式より

＾ ＾ ＾ ＾ ＾＝yt－ a － bxt＝ut（ ut－ a）＋（b－ b）xt
ことがわかる。utがＩ�１の変数であれば u^ tもＩ�１である。utがＩ�０の変数の場合、説明はより複雑だが u^ tもＩ�０になる（標本

＾数が無限大の時、plimb ＝b）。
２０） 場合によっては８．３５）式に△ytと△xt－１のラグを追加する必要がある。もし△xtとu１tとの相関がゼロであれば
△yt＝c＊＋d＊△xt＋f＊（yt－１－ a^ － b^ xt－１）＋u１t
＝c＊＋d＊△xt＋f＊ u^ t－１＋u１t

を分析することができる。
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である。

H０：α＝０

H１：α＜０

u^tはOLS推計から得られた残差であるから、

８．３７）式のADF検定の分布は第２．２節で説明した

ADF分布とは異なる。通常のADF分布の臨界値

を利用すると帰無仮説が棄却されやすくなる。ま

た検定統計量の分布が元の式（現在の例で言えば

８．３１）式）の説明変数の数によっても変わってく

る。t分布はもとよりDickey–Fullerの分布も利用

することができない。MacKinnonによって示さ

れた分布表で判断することになる（Davidson and

MacKinnon ［１９９３］ table ２０．２）。８．３１）式の

ように変数が２個の場合は、５％水準の臨界値は

τc＝－３．３４、１％水準の臨界値はτc＝－３．９０で

ある。８．３７）式にトレンドを追加した場合５％水

準の臨界値はτct＝－３．７８、１％水準の臨界値は

τct＝－４．３２である。

ADF検定の応用であるから検出力が弱い、あ

るいは構造変化がある場合等の課題はそのまま、

共和分検定にも当てはまる。

手形売買レートの１ヶ月もの（TEGATA１と

表記）と譲渡性預金平均金利（３ヶ月もの、新規

発行レート、CD３と表記）についてみよう（期

間１９８５年４月～１９９８年１２月）。金融市場に裁定が

働いていれば、共和分が存在することが予想され

る。

単位根検定の結果は次の通りであった。

TEGATA１ －１．１３９＊＊

CD３ －０．９４７＊＊

△TEGATA１ －５．０４１

△CD３ －４．７６２

検定式： △yt＝a０＋b１yt－１＋Σi＝１
p＝４ci△yt－i＋ut

＊＊は５％水準で単位根が存在する帰無仮説を

棄却できない。

TEGATA１, CD３ともＩ�１変数であることが確か

められた。

つぎにEGテストに移ろう。

’yt＝c＋b１xt＋wt、定数項を含む線形関係の検定

equation eqadf. LS CD３ c TEGATA１

結果は表８．５参照。

’ EGテストのための残差を求める、RES１と名

付ける。

eqadf. makeresid res１

’ 残差のADF検定。定数項とトレンド項有り、

ラグは４期とする

表８．５

Dependent Variable: CD３

Method:Least Squares

Sample:１９８５:０４１９９８:１２

Included observations:１６５

Variable Coefficient Std. Error t–Statistic Prob.

C

TEGATA １

－０．０６７４３２

１．０２７２０５

０．０４００４７

０．００９０２０

－１．６８３７９６

１１３．８８１１

０．０９４１

０．００００

R–squared

Adjusted R–squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin–Watson stat

０．９８７５８７

０．９８７５１１

０．２７６５７０

１２．４６８０３

－２１．０４５６７

１．００１６９３

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F–statistic

Prob（F–statistic）

３．７７７９８８

２．４７４８４０

０．２７９３４１

０．３１６９８９

１２９６８．９１

０．００００００
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uroot（４）res１

結果はADF＝－４．０３２であった２１）。

残差ベースのADFの共和分検定（residual–

based ADF test for cointegration）を行うときも、

EviewsはMcKinnonの臨界値を表示するが、この

値はtable ２０．１のものである。残差のような推計

値に基づくデータに関するADF検定には、この

Eviewsの表示を用いることはできない。table

２０．２の値による（変数が２個で、τcに該当する

ので５％水準の臨界値は－３．３４である）。共和分

が存在しないという帰無仮説は５％水準で棄却さ

れた。共和分は存在すると考えることができる。

（ECTとECM）

この時の長期関係は表８．５より、CD３の係数

を１と基準化して、次のように与えられる（なお

この時t値は通常の意味を持たない）。

CD３＋０．０６７４－１．０２７TEGATA１

共和分関係が確かめられたので、短期関係のみ

ならず長期関係を取り上げる。このres１に該当

する共和分をモデルに加えるとき、それを誤差修

正項（error correction term, ECT）という。モ

デルをエラー・コレクション・モデル（error cor-

rection model, ECM）という。

△yt＝a＋b１△xt－１＋b２ECTt－１＋vt ８．３８）

で表される。より一般的には他の非確率的な説明

変数やＩ�０変数を含んだ（zと表記すると）形

△yt＝a＋b１△xt－１＋b２ECTt－１＋b３zt＋vt

に拡張することができる。ここでは

’△CD３t＝a＋b１△TEGATA１t－１＋b２RES１t－１＋vt

を考える。Eviewsのコマンドは次の通りである。

equation ECM. LS D（CD３）C

D（TEGATA（－１））RES１（－１）

結果は次のようであった。

△CD３t＝－０．０２１
（－１．３２）

＋０．０４２０
（７．１２）

△TEGATA１t－１

－０．０８２８RES
（－１．２２）

１t－１＋ v^ t （ ）内はt値

AdjR２＝０．３４５ SER＝０．２００ DW＝２．０８６

ECTにかかるパラメータを送出ベクトルとい

うことがある。当然ながらこの変数は有意である

ことが期待されるが、上記のケースでは有意に

なっていない。CD３とTEGATA１を入れ替えて

推計するEviewsのコマンドは次の通りである。

equation ECM. LS D （TEGATA１） C

D（TEGATA１（－１））D（CD３（－１））

RES１（－１）

結果は次のようであった。

△ TEGATA １t ＝ －０．０２５８
（－１．０５）

＋０．０１９３
（１．７２）

△

TEGATA１t－１＋０．０５１
（０．４２）

△CD３t－１

＋０．２７９９RES
（２．５９）

１t＋ v^ t （ ）内はt値

AdjR２＝０．０５３ SER＝０．３１１ DW＝１．９８６

ECTにかかるパラメータは有意である。

（変数が３個以上の場合）

モデルの変数が３個以上のケースもある。そし

て共和分検定は変数が３個以上の場合に拡張する

ことができる。このときも各変数が全てＩ�１であ

ることが望ましい。変数が６個以下で全ての変数

がＩ�１であれば、MacKinnonの臨界値が適用で

きる２２）。

たとえば三つの変数（yt、xt、wt）の関係が

yt＝a０＋b１xt＋b２wt＋ut ８．３９）

であったとする。その三つの変数が全てＩ�１であ

るとする。utがＩ�０であれば、この三つの変数に

２１） yt＝c＋b１xt＋wtの代わりにxt＝d＋eyt＋vtを考えよう。wtがＩ�０であればvtもＩ�０になる。しかしxt＝d＋eyt＋vtをOLSで推定し、
EGテストを行うとyt＝c＋b１xt＋wtの場合と逆の効果が得られるケースがあることに注意する必要がある。TEGATA１を被説
明変数にCD３を説明変数としたEGテストの結果（ラグ＝２）は－４．０９４であった。幸い、今回の結果はこの基準化に依存しな
い。

２２） Engle–Granger検定を行う時、変数が６個以下である必要がある。変数が最大６個ということは、統計検定量の臨界値が変数
６個までの場合しか作成されていないためである。
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は共和分関係が存在する。

共和分関係が存在するかどうかを検定するため

に８．３９）式をOLSで推計し

＾ ＾ ＾ ＾ut＝yt－ a０－ b１xt－ b２wt ８．４０）

u^ tについて残差ベースの共和分検定を行い、ut

～Ｉ�０であればEGの方法により、

△yt＝c０＋d１△xt－１＋d２△wt－１＋d３ECTt－１＋vt

vt～IID（０，σ２） ８．４１）

を推計することができる２３）。ECTtとしてutを利用

すれば良い。

８．３９）式の定式化が正しくて、三つの変数の間

には共和分関係が存在するとする。この時定式化

を誤って

yt＝a＋bxt＋et ８．４２）

を推定したとする。８．３９）式と８．４２）式を比較す

ると

et＝b２wt＋ut ８．４３）

となる。問題の設定からwtはＩ�１の変数で、utは

Ｉ�０の変数である。８．３９）式においてwtが重要な

説明変数（すなわちb２≠０）であれば、etはＩ�１

変数になる。

すなわち、回帰モデルの誤差項がＩ�１となった

場合、二つの解釈があり得る。一つはその回帰モ

デルは見せかけの回帰モデルであるということで

ある。もう一つは回帰モデルから重要なＩ�１変数

が誤って除外されているということである。

モデルに含まれる変数が全てＩ�１変数である。

かつ共和分が１個のみ存在するとき、EGモデル

を利用することができた。

しかし変数（mとする）が３個以上ある時、共

和分は最大m－１個まで存在しうる。またＩ�１変

数とＩ�２変数とが混在することがある。

まず、複数の共和分関係が存在するケースを見

る。m＝４で次のような関係を考える。すなわち

yt、xt、wt、ztはＩ�１変数であるとする。

yt＝a０＋b１xt＋b２wt＋b３zt＋ut ut～Ｉ�０ ８．４４）

という共和分関係が存在しうる。このケース以外

にも

yt＝c０＋c１xt＋v１t v１t～Ｉ�０ ８．４５）

wt＝d０＋d１z＋v２t v２t～Ｉ�０ ８．４６）

という共和分関係が存在しうる。この例では四

変数の間に三つの共和分関係が存在する。この時

８．４４）式、８．４５）式と８．４６）式の係数の組み合わ

せ（定数項を除けば）

（１、－b１、－b２、－b３）、（１、－c１、０、０）、

（０、０、１、－d１）

を共和分ベクトル（cointegrating vector）とい

う。しかしこの共和分ベクトルの線形結合も共和

分ベクトルとして解釈できる。例えばv１tとv２tの

線形結合

vt＝v１t＋v２t＝yt－c０－c１xt＋wt－d０－d１zt ８．４７）

もまたＩ�０である。このとき８．４４）式の共和分関

係と８．４７）式の共和分関係を区別することが問題

となる。結果的に共和分関係が複数存在するとき、

EGの二段階法を用いることはできない。仮に１

個の共和分を見つけたとしても、それが８．４４）式

から得られた共和分ベクトルなのか、８．４７）式か

ら得られた共和分ベクトルなのかが明らかではな

いからである。

またm≧３の時はＩ�１とＩ�２変数の組合せの場

合でも、変数が２個の場合と異なり、共和分が存

在するケースがあり得る。

xt～Ｉ�１、yt～Ｉ�２、zt～Ｉ�２という３変数が

あるとする。このときytとzt～がＩ�１となるよう

な e^ t＝yt－ g^ ztという線形結合があれば、xtとet

とが v^ t＝xt－ h^ et vt～Ｉ�０となるような h^が存在

する可能性があるからである。

ただしこの場合の臨界値はHaldrupによって与

２３） 注２０と同様な議論は８．４１）式に適用ができる。
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えられるものである。Ｉ�１変数が１、Ｉ�２変数が

２個の時５％の臨界値は－４．０９である。Ｉ�１変数

が２個、Ｉ�２変数が１個の時は－４．１５である。

このように複数の共和分ベクトルが存在するか

どうか、仮に存在するとすれば何個存在するかを

検定する方法がJohansenやJuseliusによって提案

されている。
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