
第９章 時系列モデル

１ VARモデル

実証分析を行う目的の一つに予測がある。その

有力な方法は第６章で取り上げた連立方程式モデ

ルである。またARモデルやARMAモデルも予測

に用いられる。１９８０年代以降はSimsによって提

唱されたベクトル自己回帰モデル（vector autore-

gression, VAR）が連立方程式モデルと並んでよ

く用いられるようになった。特に金融資本市場の

分析ではVARモデルは有力な分析予測手段と

なっている。

VARモデルでは、複数変数間の影響を取り上

げる（ARMAモデルとはこの点で異なる）。その

とき内生変数と外生変数を予め区別しない（この

意味で連立方程式モデルと異なる１））。いわばその

取り上げられた複数の変数のラグでモデルを説明

し、予測を行おうというもである。

（VARモデルの考え方）

VARモデルの推定・検定に当たっては、デー

タが定常であることが前提である（単位根を持た

ない）。以下の議論ではこの前提は充たされてい

るものとする２）。

最初に次のような構造型モデルを考える。

yt＝A１＋B１０xt＋B１１xt－１＋C１１yt－１＋u１t ９．１）

xt＝A２＋B２１xt－１＋C２０yt＋C２１yt－１＋u２t ９．２）

u１t～IID（０，σy
２） u２t～IID（０，σx

２），

E（u１t u２t）＝σxy

ytとxtの誘導型は

yt＝a１＋b１１xt－１＋c１１yt－１＋e１t ９．３）

xt＝a２＋b２１xt－１＋c２１yt－１＋e２t ９．４）

と書くことができる。９．３）式にあるytと９．４）式

にあるxtを説明するために１期前のxtとytのみを

利用するので、９．３）式と９．４）式は１次ベクトル

自己回帰モデル（VAR（１））と呼ばれている。VAR

の特徴の一つは説明変数のほとんどが先決内生変

数ということである。このときe１t,e２tは以下のよ

うである。

e１t＝
u１t＋B１０u２t
１－B１０C２０

e２t＝
u２t＋C２０u１t
１－B１０C２０

u１tとu２tはIIDであるから、E（e１t）＝０、E（e２t）＝

０となる。

e１tの分散は

V（e１t）＝（（u１t＋B１０u２t）／（１－B１０C２０））２

＝（σy
２＋B１０２σx

２＋２B１０σxy）／（１－B１０C２０）２

となり一定である。また自己共分散は

Cov（e１t,e１t－k）＝
E（u１t＋B１０u２t）（u１t－k＋B１０u２t－k）

（１－B１０C２０）２
＝０

であるから、系列相関はない。e２tについても全く
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１） この違いを強調して伝統的な連立方程式モデルを計量経済モデル、VARモデルを時系列モデルということがある。
２） VARモデルの推計に先だって、単位根の検定を必ず行う必要がある。
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同様に証明することができる。e１tとe２tはIIDとな

る。

e１tとe２tの共分散を考えると

Cov（e１t，e２t）＝
E（u１t＋B１０u２t）（u２t＋C２０u１t）

（１－B１０C２０）２

＝
B１０σx

２＋C２０σy
２＋（１＋C２０B１０）σxy

（１－B１０C２０）２

９．５）

となる。９．５）式の分母は一般には０とならない

であろう。そうすると９．３）式と９．４）式は第７章

で説明したSURモデルの特殊ケースとして考えた

ら良い。

しかし、

B１０＝C２０＝σxy＝０

という特殊ケースにおいては、９．５）式は０とな

る。すなわち当期のxtは当期のytに影響せず、当

期のytは当期のxtに影響せず、u１tとu２tは相関しな

いというこのケースでは、方程式間の誤差項に相

関がないので、９．３）式と９．４）式を各々OLSで推

計すればBLUEとなる。また９．３）式と９．４）式を

比較すると、方程式間で説明変数が全て共通であ

る。これは第７章で見たSURをOLSで推計できる

特殊ケースとなっていることが分かる（第７章参

照）。

２変量のVARモデルを次のように書くことが

できる。ラグの長さを仮に２期だとする。この場

合VAR（２）と呼ぶ。

yt＝a１＋b１１xt－１＋b１２xt－２＋c１１yt－１＋c１２yt－２＋e１t

９．６）

xt＝a２＋b２１xt－１＋b２２xt－２＋c２１yt－１＋c２２yt－２＋e２t

９．７）

e１t～IID（０，σy
２） e２t～IID（０，σx

２）

さらに内生変数がm個、ラグの長さがpのVAR

モデル（VAR（p））を

y１t＝a１＋b１１y１t－１＋…＋b１py１t－p＋c１１y２t－１＋…

＋c１py２t－p＋…＋n１１ymt－１＋…＋n１pymt－p＋e１t

y２t＝a２＋b２１y１t－１＋…＋b２py１t－p＋c２１y２t－１＋…

＋c２py２t－p＋…＋n２１ymt－１＋…＋n２pymt－p＋e２t

９．８）

ymt＝am＋bm１y１t－１＋…＋bmpy１t－p＋cm１y２t－１＋…

＋cmpy２t－p＋…＋nm１ymt－１＋…＋nmpymt－p＋emt

と表すことができる。

VARモデルを連立方程式モデルと比べた利点

は、ラグ付き変数のみを利用するので予測が容易

だということである。９．６）式をOLSで推計し、

a１，b１１，b１２，c１１，c１２の推定量を a^１， b^１１， b^１２，

c^１１， c^１２とし、t＋１期を予測したいとすると、

y^ t＋１＝ a^１＋ b^１１xt＋ b^１２xt－１＋ c^１１yt＋ c^１２yt－１

９．９）

のようにｔ期とt－１期の情報を用いればよい。

これに対し通常の連立方程式モデルは、当期に

おける変数間の相互作用が考慮される。たとえば

９．１）式と９．２）式の係数の推定量を＾で表記する

と、yt＋１の予測は９．１）式より

y^ t＋１＝A^１＋B^１０xt＋１＋B^１１xt＋ C^１１yt ９．１０a）

のようにt＋１期のxt＋１の情報が必要となる。t期

にt＋１期のxに関する情報は得られないので、こ

れを予測する必要がある。例えば９．２）式より

x^ t＋１＝A^２＋B^２１xt＋ C^２０yt＋１＋C^２１yt ９．１０b）

を予測する。しかしその予測自体がyt＋１の予測に

依存する。問題はかなり複雑である。VARモデ

ルはこの点で簡便となっている。

（説明変数とラグの長さの選択）

VARモデルは内生変数と外生変数を区別しな

い（言い換えれば各左辺の変数のラグは、全ての

式の右辺に現れる）。方程式間で説明変数は共通

であるから、ラグの長さを共通にするケースが多

い。３変数で４期のラグを取ると、定数項を含め

３９個のパラメータを推計する必要がある。９．９）

式のように変数をm個、ラグの長さをpとすると

m＋m２pのパラメータを推定する必要がある。変

数の数やラグの長さを負や増やすと自由度が急速
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に低下する。サンプル期間が短い（サンプル数が

少ない）場合、これは深刻な問題となる。他方で

pの長さが短いと過小定式化の誤りが生じること

がある。

mを所与とした場合の、ラグの長さの問題を考

えてみよう。

ラグの長さに関わらず同一サンプル期間につい

て、VARモデルを推計する。

VARモデルで情報量基準のAICとSBCは

AIC＝－２L／T＋２n／T

SBC＝－２L／T＋n（LogT）／T

で計算される。ここでnは推定されるパラメータ

数、Tはサンプル数。

L＝－mT／２（１＋Log２π）－T／２Log｜Ω｜

Ωは推計されるVARモデルの誤差項の分散共

分散行列の値である。

このAICまたはSBCの値を最小にするラグの長

さを選べばよい３）。もちろん仮説検定の考え方に

従ってラグを決めることができる。

（Eviewsによる推計例）

金融政策と経済成長の関係はマクロ経済の大き

なテーマである。その一環として通貨需要関数の

安定性が問われてきた。ここでは簡単な通貨需要

関数をVARモデルで推計してみよう。通貨需要

としてはM２＋CD（未季節調整）、所得（経済活

動）の代理変数として鉄工業生産指数（IIPと表

記）、金利としてコールレート（有担保、CALL

１と表記）をとりあげる。なお、M２＋CDは消

費者物価で実質化した対数値で、この変数をM２

CDと表記する。

M２CD、IIP、コールレートの単位根検定を第

８章で解説した要領で行った。その結果トレンド

と定数項を含み、ラグの長さを４期として、

１回の階差をとるとADF統計量は

M２CD（－９．１１４）、IIP（－１４．４８６）、

CALL１（－５．１９９）

であり、いずれもＩ（１）変数であることが分かっ

た。

なお分析期間は１９７５年１月～１９９８年１２月である

（サンプル数を確保するためにデータ自体は１９７０

年１月から読み込んである）。

△M２CDt＝a１＋b１１△M２CDt－１＋…＋b１p

△M２CDt－p＋c１１△IIPt－１＋…＋c１p

△IIPt－p＋d１１△CALL１t－１＋…＋d１p

△CALL１t－p＋e１t

△IIPt＝a２＋b２１△M２CDt－１＋…＋b２p

△M２CDt－p＋c２１△IIPt－１＋…＋c２p

△IIPt－p＋d２１△CALL１t－１＋…＋d２p

△CALL１t－p＋e２t

△CALL１t＝a３＋b３１△M２CDt－１＋…＋b３p

△M２CDt－p＋c３１△IIPt－１＋…＋c３p

△IIPt－p＋d３１△CALL１t－１＋…＋d３p

△CALL１t－p＋e３t

というVAR（p）モデルを推定しよう４）。

Quick／Estimate VAR

を選択する。次のような画面がでてくるであろう

（図１参照）。

VAR specificationに Unrestricted VARと

Vector Error Correction

の二通りの選択がある。ここではUnrestricted

VARを選択する（Vector Error CorrectionはEr-

ror Correctionモデルである）。

Endogenousに内生変数を入れる。こでは単位

根検定の結果を受けて、

３） VARモデルの場合にも、Error Correctionを考えることはできる。VAR Error Correction Model, VECMといわれることがある。
第８章で説明したように共和分検定の統計量はm＝６までしか開発されていない。そのためにVARモデルでも変数の数は６個
以下とされるのが通常である。ただしOsterwaldとLenumはVARモデルのケースについて最大１１個までの臨界値を与えている。

４） M２CD、IIP、CALL１の三つの変数の間には共和分関係が存在しないと仮定している。
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D（M２CD） D（IIP） D（CALL１）

と階差をとって入れている。

Exogenousに外生変数を入れる。ここでは既

定値のc（定数項）を入れている５）。

Lag intervals（as range pairs）

でラグの長さを聞いてくる。最長１８期のラグから

推計を開始して、１２期がAIC基準を最小にしたの

で、ここではラグの長さを１２とし、１ １２と入力

している。

Sampleで分析期間を聞いてくる。ここでは

１９７５年１月から１９９８年１２月としている。

３変量でラグが１２期であるから、推計すべきパ

ラメータは３＋３２＊１２＝１１１個である。容易に想

像されるように、各変数については多重共線関係

が頻発している。このようなケースでは個別の係

数の有意水準などは通常問題とされない。係数が

１１１個もあるので、個別の係数の経済的意味が問

われることもない（実際問題無理である）。

VARモデルの経済的な解釈は、因果性の検定

やインパルス反応関数、分散分析などで行われる。

結果は表９．１に示すとおりである（紙幅の関係

で大幅に省略してある）。

表の最下欄にあるAkaike Information Criteria

がVARモデルのラグの長さの選択に使われたも

のである。Determinant Residual Covarianceが

VARモデルの誤差項の分散共分散の行列式であ

る。

その上の欄に報告されているR―squared, Adj.

R―squaredは各方程式の決定係数などである。こ

れも報告されないことがある。

５） VARモデルで使われる定数項以外の外生変数にタイムトレンドと季節ダミーがある。

図９．１ VARモデルの入力例
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２ 因果性の検定

（Grangerの意味での因果関係）

時系列モデルである変数（y）が他の変数（x）に

影響を及ぼす、あるいは逆に影響しないという検

定は、他の条件を一定としてyの過去の値がxの

変動について説明力を持つか、あるいは全く説明

力を持たないかで行なわれる。この考え方をグラ

ンジャーの意味での因果性（Granger causality）、

あるいは因果関係という６）。

具体的には９．６）式で、帰無仮説をb１１＝b１２＝０

として、その帰無仮説が棄却できなければxは

Grangerの意味でyと因果関係が無いという。逆

にb１１＝b１２＝０の帰無仮説が棄却されれば、xは

Grangerの意味でyと因果関係があるという。同

様に９．７）式でc２１＝c２２＝０の帰無仮説が棄却でき

なければ、yはGrangerの意味でxと因果関係は無

い。c２１＝c２２＝０の帰無仮説が棄却されればyは

Grangerの意味でxと因果関係がある。

この検定は通常のF検定で行うことができる。

制約のない９．６）式を推計し、その残差平方和を

RSSuとする。b１１＝b１２＝０の制約をつけた

yt＝a１＋c１１yt－１＋c１２yt－２＋e１t ９．６）’

の残差平方和をRSSrとする。nを標本数とし、F

検定は

F＝
（RSSr－RSSu）／２
RSSu／（n－５）

で行われる（このケースでは制約の数は２個、パ

ラメータは５個である）。

この検定をGranger testという（９．７）式につ

表９．１ Vector Autoregression Estimates

Sample：１９７５：０１ １９９８：１２

Included observations：２８８

Standard errors & t―statistics in parentheses

D（M２CD） D（IIP） D（CALL１）

D（M２CD（－１））

D（M２CD（－２））

D（M２CD（－１２））

D（IIP（－１））

D（IIP（－１２））

D（CALL１（－１））

D（CALL１（－１２））

C

０．００６６３１

（０．０５３１２）

（０．１２４８４）

－０．０８７１５７

（０．０５２７５）

（－１．６５２１９）

０．５１２６５１

（０．０５０７９）

（１０．０９３９）

－０．０００１２８

（０．０００１８）

（－０．７０１０７）

－０．０００１７４

（０．０００１８）

（－０．９４５０７）

０．００１５２０

（０．００１４２）

（１．０７３５９）

－００１７７３

（０．００１４３）

（－１．２７０９４）

０．００１４０２

（０．０００６２）

（２．２６２２４）

－１３．１４５９４

（１５．０００９）

（－０．８７６３４）

８．７３８３１６

（１４．８９８０）

（０．５８６５４）

２５．００７０１

（１４．３４３１）

（１．７４３４８）

－０．４０７６６４

（０．０５１５１）

（－７．９１４４１）

０．５６４７３５

（０．０５２１０）

（１０．８４０２）

０．５９５６９１

（０．３９９８９）

（１．４８９６３）

０．３４７０６８

（０．４０３４９）

（０．８６０１６）

－０．２９７８６４

（０．１７５０４）

（－１．７０１７２）

０．４１８９１９

（２．３３４４９）

（０．１７９４５）

－０．７５４５４５

（２．３１８４７）

（－０．３２５４５）

－０．５３２６６１

（２．２３２１３）

（－０．２３８６３）

０．０１０１９７

（０．００８０２）

（１．２７２０６）

０．００８１５７

（０．００８１１）

（１．００６１０）

０．０６２３９３

（０．０６２２３）

（１．００２５７）

－０．１６００９６

（０．０６２７９）

（－２．５４９５９）

－０．０６００４８

（０．０２７２４）

（－２．２０４４１）

R―squared

Adj. R―squared

Sum sq. resids

S.E. equation

F―statistic

Log likelihood

Akaike AIC

Schwarz SC

Mean dependent

S.D. dependent

０．８０８４２３

０．７８０９４６

０．００８８８０

０．００５９４８

２９．４２１６７

１０８７．０６６

－７．２９２１２７

－６．８２１５３８

０．００３７０８

０．０１２７０８

０．９４３７９３

０．９３５７３２

７０８．２１４２

１．６７９７５３

１１７．０７４１

－５３８．２２３５

３．９９４６０８

４．４６５１９６

０．１５１０４２

６．６２５９４４

０．１９２８１６

０．０７７０４５

１７．１５１９６

０．２６１４０９

１．６６５４９１

－２．４５２１３０

０．２７３９７３

０．７４４５６２

－０．０２９５１４

０．２７２１０１

Determinant Residual Covariance

Log Likelihood

Akaike Information Criteria

Schwarz Criteria

４．５１E―０６

５４６．４９１１

－３．０２４２４４

－１．６１２４７８

６） TodaとPhillipsが示したように、変数が単位根をもちかつ変数の間に共和分関係が存在すると、因果関係の有無を検定すること
は複雑となる。ここで単位根と共和分関係が存在しないと仮定する。

７） 三つの変数（x，y，z）の場合には、因果関係を調べる方法が二つある。例えば、yはGrangerの意味でxと因果関係を有するか
否かについて、本文のように
xt＝a１＋b１１xt－１＋…＋b１px１t－p＋c１１yt－１＋…＋c１pyt－p＋e１t s１）

においてc１１＝…＝c１p＝０を検定にすれば良い。しかしztを考慮したモデル
xt＝a１＋b１１xt－１＋…＋b１px１t－p＋c１１yt－１＋…＋c１pyt－p＋d１１zt－１＋…＋d１pzt－p＋e１t s２）
においてc１１＝…c１p＝０を検定することもできる。この二つの検定結果は異なる場合があることに注意が必要である。
EVIEWSはs１）に関してGrangerテストを実施する。
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いても全く同様に行うことができる）。３変数以

上の場合も同様の手順を繰り返せばよい７）。

なおGrangerの因果関係（因果性）は、いわば

yのラグ（xのラグ）がx（y）を説明するために役

に立つことを意味している。我々が日常用語で使

う因果関係とは異なる。その混同を避けるために

必ず「Grangerの意味で」という形容詞がつけら

れる。

（EviewsでのGrangerテスト）

これをEviewsで見てみよう。表９．１の結果が

表示されているとする。

Procs／Make Endogenous Group

を選択する。次に

View／Granger Causality

を選択する。Lags to includeと聞いてくるので、

十分長いラグを入れる。ここでは１２期を選択した。

結果は表９．２に掲げるとおりである。

三つのペアについてGrangerテストの結果が表

示されている。

まずD（IIP）はD（M２CD）にGrangerの意味で

の因果性は無いという帰無仮説は５％水準で棄却

されている（F値は２．２１、p値は０．０１）。またD（M

２CD）はD（IIP）にGrangerの意味での因果性は

無いという帰無仮説も１％水準で棄却されている

（F値は２．６８、p値は０．００２）。

D（CALL１）はD（M２CD）にGrangerの 意 味

での因果性は無いという帰無仮説は５％水準で棄

却されている（F値は１．９５、p値は０．０３）。逆にD

（M２CD）がD（CALL１）とGrangerの意味での

因果性は無いという帰無仮説は棄却されない（F

値は１．３０、p値は０．２２）。

D（CALL１）はD（IIP）とGrangerの意味での

因果性は無いという帰無仮説は棄却されない（F

値は０．７４、p値は０．７１）。またD（IIP）がD（CALL

１）とGrangerの意味での因果性は無いという帰

無仮説も棄却されない（F値は１．０３、p値は０．４２）。

このGrangerの意味での因果関係をまとめて図

示すると次のようである。

D（M２CD）

D（IIP） D（CALL１）

このGrangerテストの結果はVARモデルの分析

では、通例報告される。

Grangerテストと類似するものにSimsテストが

ある。これは先行ラグ（lead lag）の影響を見る

ものである。リードラグを加えた次のモデルを考

えF検定するものである。xがyに対しGrangerの

意味で因果関係があれば、xのリードはyに影響

しているであろう。例えば以下のようである。

yt＝c２xt＋２＋c１xt＋１＋c０xT＋c－１xt－１＋c－２xt－２＋e３t

表９．２

Pairwise Granger Causality Tests

Date：１１／１９／９９ Time：１１：１１

Lags：１２

Null Hypothesis: Obs F―Statistic Probability

D（IIP）does not Granger Cause D（M２CD）

D（M２CD）does not Granger Cause D（IIP）

２８８ ２．２１３６８

２．６７９０９

０．０１１５２

０．００２０４

D（CALL１）does not Granger Cause D（M２CD）

D（M２CD）does not Granger Cause D（CALL１）

２８８ １．９４８５８

１．３０００６

０．０２９２７

０．２１８２０

D（CALL１）does not Granger Cause D（IIP）

D（IIP）does not Granger Cause D（CALL１）

２８８ ０．７４４２４

１．０２９９４

０．７０７３３

０．４２１４７
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９．１１）

H０：c１＝c２＝０

帰無仮説が棄却されなければ、xはGrangerの

意味でyと因果性はない。

（ブロック外生性）

VARモデルは、データからモデルを語らせる

という側面があり、どの変数がモデルに含まれる

べきかは必ずしも先験的に明らかではない。通貨、

生産、金利という３変量のモデルでさえ推計すべ

きパラメータは１１１個であった。一変数加えるだ

けでパラメータは大きく増える。逆に必要な変数

を落とせば、その推計結果に一致性もない。この

ようにある変数がモデルに含まれるべきか、除か

れるべきかは推定に大きな影響を及ぼす。

たとえば３変量（x、y、z）のVARモデルでz

がxに対してもyに対してもGrangerの意味での因

果性を持たなければ、zをモデルから除外するこ

とが考えられる。逆にGrangerの意味での因果性

を持っていればモデルに加えるべきこととなる。

この検定をブロックの外生性（block exogeneity）

をみる因果関係テスト（block causality test,

block exogeneity test）という。たとえば

yt＝a１１＋b１１yt－１＋c１１xt－１＋d１１zt－１＋e１１ ９．１２a）

xt＝a１２＋b１２yt－１＋c１２xt－１＋d１２zt－１＋e１２ ９．１２b）

zt＝a１３＋b１３yt－１＋c１３xt－１＋d１３zt－１＋e１３ ９．１２c）

に対して、d１１＝d１２＝０の制約を加えた

yt＝a２１＋b２１yt－１＋c２１xt－１＋e２１ ９．１３a）

xt＝a２２＋b２２yt－１＋c２２xt－１＋e２２ ９．１３b）

を考える。制約のないVARモデル（９．１２a）式、

９．１２b）式と９．１２c）の三式）の誤差項の分散共

分散の行列をΩu、制約のあるモデル（９．１３a）式、

９．１３b）式と９．１２c）の三式）のそれをΩrとする。

制約が有効であればΩuとΩrに余り差はないはず

である。制約が有効でなければ両者は乖離するで

あろう。この考え方を利用して、ブロックの外生

性テストは次の尤度比検定で行われる。

T（Log｜Ωr｜－Log｜Ωu｜） ９．１４）

Tは用いられたサンプル数。９．１４）式が自由度

２のχ２分布に従う（除かれたのは９．１２a）式、９．１２

b）式におけるzt－１である。ラグがpであれば制約

の数は２pであるから自由度は２pとなる）。

３ インパルス反応関数

VARモデルで各変数間の影響を分析す方法の

一つに、ある式の誤差項に与えられた衝撃（イノ

ベーション、innovation）がその変数や他の変数

にどのように伝搬しているかを見る方法がある。

yt＝a１＋b２１yt－１＋c２１xt－１＋e１t V（e１t）＝σy
２

９．１３a）

xt＝a２＋b２２yt－１＋c２２xt－１＋e２t V（e２t）＝σx
２

９．１３b）

を再び考える。Cov（e１t，e２t）＝０と仮定する。yt、

xtの初期値y０、x０の値を０とする。イノベーショ

ンを与えない（e１t＝e２t＝０ ∀t）場合のyt、xtの

値をynt、xntと表記する。第一期の値はyn１＝a１，xn１

＝a２となり、次期にはyn２＝a１＋b２１a１＋c２１a２，xn２＝a２

＋b２２a１＋c２２a２となる。その上でe１１＝σy、e２１＝０の

イノベーションを与える。（またはe１１＝０、e２１＝

σxのイノベーションを与える）。なおイノベー

ションの大きさは通常１標準偏差とされている。

イノベーションを与える場合のyt、xtの値をyat、

xatと表記する。そうすると第１期の値はya１＝a１＋

σy，xa１＝a２（またはxa１＝a２＋σx，ya１＝a１）となる。

次期にはya２＝a１＋b２１（a１＋σy）＋c２１a２，xa２＝a２＋b２２

（a１＋σy）＋c２２a２（またはxa２＝a２＋b２２a１＋c２２（a２＋σx），

ya２＝a１＋b２１a１＋c２１（a２＋σx））となる。イノベー

ションを与えないケースと与えるケースの差を計

算することで、イノベーション効果を見ることが

できる。その差をydt＝yat－ynt，xdt＝xat－xnttと表記

すると、上記のケースではyd１＝σy，xd１＝０（又

はxd１＝σx，yd１＝０）、yd２＝b２１σy，xd２＝c２１σy（又

はxd２＝c２２σx，yd２＝c２１σx）となる。９．１３a）式より
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yd１＝ed１１

ydt＝b２１ydt－１＋c２１xdt－１ t＝２，３．．

９．１３b）式より

xd１＝ed２１

xdt＝b２２ydt－１＋c２２xdt－１ t＝２，３．．

となる。これをインパルス反応関数（impulse re-

sponse functions）という。

９．１３a）式と９．１３b）式の誤差項が相関を持つ

場合がある（この場合でも方程式間で説明変数が

共通であるから、SUREをOLSで推定して良い

ケースであることに変わりはない）。すなわち

Cov（e１t，e２t）＝k≠０というケースである。

このとき直交イノベーション（orthogonal ino-

vations）を考える。

k／σy
２を９．１３a）式の両辺に乗じ、９．１３b）式に

代入し整理すると、

xt＝（a２－ kσy
２a１）＋ kσy

２yt＋（b２２－b２ kσy
２）yt－１

＋（c２２－ kσy
２c２１）xt－１＋ut ９．１４）

ここでut＝e２t－（k／σy
２）e１tである。

utとe２１の共分散を考えると

Cov（e１t，ut）＝E（e１te２t）－（k／σy
２）E（e１t２）

＝k－k＝０ ９．１５）

となるので、utとe１tは相関しないことが分かる。

イノベーション分析を行う際９．１３a式と９．１４）式

を利用する。イノベーション（utとe１t）が直交し

ているので、９．１３a）式と変換された９．１４）式に

イノベーションを与えて、その影響を見ることが

できる。

ただしその影響の程度はVARモデルの変数の

並べ方に依存し、変数の並べ方によって結果が異

なってくる。上記のケース（９．１３a）式と９．１３b）

式）でいえば９．１３a）式と９．１４）式の代わりに、

９．１３b）式とk／σx
２を９．１３b）式の両辺に乗じ、９．１３

a）式に代入したものを利用することもあり得る。

図９．２ インパルス反応関数の入力例
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0.0

0.5

1.0

1.5

変数がm個であれば、その組合せはm！となる

（３変数であれば６組、４変数であれば２４組あ

る）。そこで重要と考えられる順に変数を並べ、

影響の程度をみることが多い。ただしこの方法は

データをしてモデルを語らしめるという時系列モ

デルの趣旨から外れるところがある８）。しかし直

感的（視覚的）に影響の程度が把握しやすいこと

から、インパルス反応関数もVARモデルでは必

ずと言って良いほど報告される。

（Eviewsでのインパルス反応関数）

Eviewsで反応関数を見てみよう。表９．１の結

果が表示されているとする。

View／Impulse―Var Decomposition

図９．３ インパルス反応分析 表９．３ Impulse Response to One S.D. Innovations

Response of D（M２CD）：

Period D（M２CD） D（IIP） D（CALL１）

１

２

１２

０．００５５５３

（０．０００２３）

３．３８E―０５

（０．０００２５）

－０．０００２４２

（０．０００２３）

０．００００００

（０．０００００）

－０．０００２００

（０．０００２７）

－０．０００６２９

（０．０００１８）

０．００００００

（０．０００００）

０．０００３７１

（０．０００３２）

－５．６５E―０５

（０．０００３３）

Response of D（IIP）

Period D（M２CD） D（IIP） D（CALL１）

１

２

１２

－０．０２９７８１

（０．０９２４０）

－０．０６３５２３

（０．０８６９０）

－０．０７０２６７

（０．０６８５９）

１．５６７８６２

（０．０６５３３）

－０．６３９０７１

（０．０８０４１）

－０．１４６７３０

（０．０４７６８）

０．００００００

（０．０００００）

０．１４５３４８

（０．０９１２９）

－０．０７７３６５

（０．０９９２９）

Response of D（CALL１）：

Period D（M２CD） D（IIP） D（CALL１）

１

２

１２

－０．００４４７９

（０．０１４３８）

０．００１７４３

（０．０１２１８）

０．００９３７１

（０．０１０３６）

０．０００１４９

（０．０１４３８）

０．０１５９９７

（０．０１１７９）

０．００２９００

（０．００８８２）

０．２４３９９９

（０．０１０１７）

０．０１５２２４

（０．０１４１９）

０．０１９６４６

（０．０１３９７）

Ordering：D（M２CD） D（IIP） D（CALL１）
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を選択する。VAR Impulse Responsesの画面が

でてくる（図９．２参照）。

Innovation toの欄に影響を与える変数名を入

れる。

cause Responses byの欄にイノベーションを

与えられる変数名を入れる。この二つの欄の順番

は推計や予測には関係がない。印刷（画面表示）

の順番がこれに従うだけである。

using the Orderingの欄にショックを与える順

番を入れる。この順番は上述したように、インパ

ルスの反応に実際の影響を与えるので注意を要す

る。単に一通りの順番の組合せではなく（変数が

m個の場合m！通りあるが）、少なくとも複数の

順番の組合せを実施して、大きな差がないかどう

か、仮に大きな差があればその大きな差のある

ケースも併せて報告することが望ましい。

Impulse responsesと Variance decomposi-

tionとあるうち前者を選択する（後者は分散分解

である）。

Display typeにインパルス反応の値がほしい場

合はTableを、グラフがほしい場合はMultiple

graphsまたはCombined response graphsを選

択する。

Periodsの欄にラグの長さを入れる。ここでは

１２期を選択している。

結果は図９．３と表９．３（抜粋）に掲げるとおり

である（なおこのケースではショックを与える順

番によって結果はほとんど変わることがなかっ

た）。

D（M２CD）のインパルス反応を見ると、自己

に対しては１期に大きいが、２期にほぼ０となり。

５、７期にやや大きくなっている。D（IIP）に対

しては４期でやや効果が見られる。D（CALL１）

に対しては、１期にはほとんど影響がないが２期

にはややプラスに影響している。

表９．３の最下欄には変数の順番が（Ordering）

が示されている。順番によって結果が異なるので、

論文ではこの順番も報告する必要がある。

４ 予測誤差の分散分解

インパルス反応関数では、ある変数に与えられ

たショックがどのように影響しているかを見た。

その変動にどの変数が、どれだけ寄与しているか

を知ることができれば、変数間の相互関係をより

詳しく見ることができるであろう。その目的で提

案されたのが予測誤差の分散分解（forecast error

variance decomposition）である。９．１３a）、９．１３

b）式より次のようなMAプロセスを考える９）。

xt＝u＋Σi＝０（φ１ie１t－i＋φ２ie２t－i） ９．１６）１０）

φijは係数である。９．１３a）式と９．１３b）式より

V（e１t）＝σy
２とV（e２t）＝σx

２であることが分かる。

n期先の値はxt＋n＝u＋Σi＝０（φ１ie１t＋n－i＋φ２ie２t－n－i）

である。ｔ期において形成されるxt＋nの期待値を

Et（xt＋n）と書くとすると、Et（xt＋１）＝u＋Σi＝n（φ１i

e１t＋n－i＋φ２te２t＋n－i）となるのでn期先の予測誤差は

xt＋n－Et（xt＋n）＝Σi＝０
n－１（φ１ie１t＋n－i＋φ２ie２t＋n－i）

９．１７）

である。９．１７）式を書き直すと

８） この順番の並べ方で結果が大きく変わることがあるということは、VARモデルに対する基本的な批判の根拠となっている。ま
たそのために政策的な意味が取りにくくなる。それにもかかわらずVARモデルは、Grangerの意味での因果関係で変数間の影
響の伝搬経路（先後関係）が把握できること、視覚的に影響の程度を捉えられるところから、経済分析では重要な地位を占め
るに至っている。

９） ９．１６）式を得るために９．１３b）式にあるyt－１の代わりに９．１３a）式よりyt－１＝a１＋b２１yt－２＋c２１xt－２＋e１t－１を、xt－１の代わりに９．１３b）
式よりxt－１＝a２＋b２２yt－２＋c２２xt－２＋e２t－１を代入すると
xt＝a２＋b２２（a１＋b２１yt－２＋c２１xt－２＋e１t－１）＋c２２（a２＋b２２yt－２＋c２２xt－２＋e２t－１）＋e２t s３）
が得られる。この代入を繰り返す。s３）式より９．１６）式の係数とs３）式の係数の関係はφ１０＝０、φ１１＝b２２、φ２０＝１、φ２１＝
c２２となる。

１０）インプルス反応を計算するためにも、このモデルは便利である。
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xt＋n－Et（xt＋n）＝φ１０e１t＋n＋φ１１e１t＋n－１＋…＋φ１n－１e１t＋１

＋φ２０e２t＋n＋φ２１e２t＋n－１＋…＋φ２n－１e２t＋１

９．１８）

となる。Cov（e１t，e２t）＝０を仮定し、n期先のxの

予測誤差の分散をσxn
２と表すと

σxn
２＝σx

２（φ１０２＋φ１１２＋…＋φ１n－１２）

＋σy
２（φ２０２＋φ２１２＋…＋φ２n－１２） ９．１９a）

となる。φij
２は非負である。この予測誤差をe２１と

e２２のショックに分解し

RVCxn＝
σx

２（φ１０２＋φ１１２＋…＋φ１n－１２）
σxn

２ ９．１９b）

RVCyn＝
σy

２（φ２０２＋φ２１２＋……＋φ２n－１２）
σxn

２ ９．１９c）

を得ることができる。９．１９b）式はx自身のショッ

クの割合を示し、９．１９c）式はyのショックの割

合を示している。この割合を相対的分散寄与率

（Relative variance contribution, RVC）という

ことがある。

短期には、自己のショックでRVCの大半は説

明されるが、ラグが長くなるに従って他の変数の

ショックが高くなることが多い。そこで変数間の

変動の影響を把握するためにはラグの長さが十分

長いことが必要である１１）。

（Eviewsでの予測例）

Eviewsで予測誤差の分散分解を行うと手順は、

インパルス反応関数と同じである。VAR推定結

果が表示されているとする。

Impulse Responses と Variance Decomposi-

tionあるうち後者を選択する。

ここではラグの長さを３６期としている。

結果は図９．４、表９．４に示すとおりである。

D（IIP）についてみると、第２期では９９．１％が

自己のショックによるが、３６期では８９．３％となり、

M２CDが８．６％、CALL１が２．１％となっている。

（VECM）

なおVARモデルの延長に誤差修正項を加えた

図９．４ Variance Decomposition of D（M２CD）
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Vector Error Correction モデル（VECM）と

同時点間の誤差項の相関を考慮する構造VARモ

デル（Structural VAR）がある。行列の知識が

不可欠なので本シリーズの程度を超える１２）。そこ

でVECMについては第８章のECMとの関係で、

直感的な意味だけを説明しておきたい。

モデルが３変数以上の場合、変数の数をm個と

すると、共和分関係はm－１個まで存在しうる。

Engle―Grangerの共和分検定では、共和分の数を

１個と限定した。しかし共和分の数は未知であり、

０個（共和分は存在しないケース）から最大m－

１個までありうる。JohansenとJuseliusはこの共

和分の個数（共和分階数、rank of cointegration）

の検定と共和分ベクトルの未知パラメータ（誤差

修正項の係数）を同時に求める最尤法を開発した。

ECMの場合と同じくVARモデルについても、変

数間に共和分が存在するならば、その変数間の相

互依存関係を考慮することが望ましい。たとえば、

本章の例でいえば、M２CD, IIP, CALL１はいず

れも単位根を有するＩ（１）変数である。この３変

数について

ut＝M２CD－a０－a１IIP－a２CALL１ ut～I（０）

９．２０）

となる関係が存在すれば、９．２０）式の関係をVAR

モデルに取り込むことが望ましい（無論９．２０）式

を充たすような共和分関係がなければ、今まで述

べてきたVARモデルで足りる）。均衡からの乖離

を是正する長期均衡関係を考慮することができる

からである。JohansenとJuseliusは共和分の個数

を検定する尤度比検定を開発した（検定は最大固

有値検定量とトレース検定量とがある）。仮に共

和分が２個存在するとされたならば

表９．４ Variance Decomposition

Variance Decomposition of D（M２CD）：

Period S.E. D（M２CD） D（IIP） D（CALL１）

１

２

３６

０．００５５５３

０．００５５６９

０．００７９０４

１００．００００

９９．４２７０２

８７．８７２７１

０．００００００

０．１２９３１３

６．５２８１１３

０．００００００

０．４４３６６５

５．５９９１７８

Variance Decomposition of D（IIP）：

Period S.E. D（M２CD） D（IIP） D（CALL１）

１

２

３６

１．５６８１４５

１．７００７７９

２．９１３０６６

０．０３６０６６

０．１７０１５６

８．５９８２０１

９９．９６３９３

９９．０９９５１

８９．３２１３５

０．００００００

０．７３０３３２

２．０８０４４９

Variance Decomposition of D（CALL１）：

Period S.E. D（M２CD） D（IIP） D（CALL１）

１

２

３６

０．２４４０４０

０．２４５０４３

０．２６７６６７

０．０３３６８０

０．０３８４６５

３．６７３５３２

３．７４E―０５

０．４２６１９４

１．１２４９４２

９９．９６６２８

９９．５３５３４

９５．２０１５３

Ordering:D（M２CD） D（IIP） D（CALL１）

１１）上記の説明ではCov（e１t，e２t）＝０と仮定したが、Cov（e１t，e２t）≠０の場合には予測誤差の分散分解もやはり変数の並べ方によっ
て代わってくる。その点には留意が必要である。

１２） VECMに興味のある読者は森棟［１９９９］の第１１章、Johnston and DiNardo［１９９７］のCh９―３を参照されたい。構造VARにつ
いてはEnders［１９９５］のCh５―１０～１２を参照されたい。
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△M２CDt＝a１＋b１１△M２CDt－１＋…＋b１p

△M２CDt－p＋c１１△IIPt－１＋…＋c１p

△IIPt－p＋d１１△CALL１t－１＋…＋d１p

△CALL１t－p＋f１１u^１t－１＋f１２u^２t－１＋e１t

△IIPt＝a２＋b２１△M２CDt－１＋…＋b２p

△M２CDt－p＋c２１△IIPt－１＋…＋c２p

△IIPt－p＋d２１△CALL１t－１＋…＋d２p

△CALL１t－p＋f２１u^１t－１＋f２２u^２t－１＋e２t

△CALL１t＝a３＋b３１△M２CDt－１＋…＋b３p

△M２CDt－p＋c３１△IIPt－１＋…＋c３p

△IIPt－p＋d３１△CALL１t－１＋…＋d３p

△CALL１t－p＋f３１u^１t－１＋f３２u^２t－１＋e３t

を推計するものである１３）。

ここでf１１，f１２等は誤差修正項（ u^１t－１と u^２t－１）

にかかる係数で、送出ベクトル（loading vector）

ということは前章で見たとおりである。

VECMにおけるインパルス反応関数や予測誤

差の分散分解は、上述のVARモデルと同様に行

えばよい。

５ ARIMA

第５章でAR、MA、ARMAを取り上げた。第

８章でデータの定常性、単位根を取り上げた。こ

こではこれらを含めたBox、Jenkinsによって提

唱されたARIMA（Autoregressive Integrated

Moving Average）について簡単に説明する。

ARIMAモデルは短期の予測によく用いられるも

のである。

ある変数がＩ（d）、AR（p）、MA（q）で表され

たとする（p，d，qは非負の整数である）。すな

注図１ 共和分検定の画面

１３）図１のVector Error Correctionがこれに当たる。共和分個数の検定には、coint（c，４）M２CD IIP CALL１
とすることで行うことができる。cointが共和分検定のコマンドである。a，b，c，d，e，sのオプションがある。これはデータ
シリーズにトレンドや定数項を含むか否かで選択する（cはデータに線形トレンドを含み、定数項は共和分に含むが、共和分に
ベクトルには線形トレンドを含まないケースである）。
共和分検定のための画面とVECMの入力画面を下に掲げておく。興味のある読者は試されると良い。
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わちd次で和分され、p次の自己回帰とq次の移動

平均過程を持つとする。

△dyt＝a＋b１△dyt－１＋b２△dyt－２＋…＋bp△dyt－p

＋et＋c１et－１＋c２et－２＋…＋cqet－q ９．２１）

これを次数（p，d，q）のARIMAモデルとい

い、ARIMA（p，d，q）と表記する。

d＝０であれば、ARIMA（p，０，q）である（す

なわちARMA（p，q））。q＝０であればARIMA

（p，d，０）、p，d，qが 各１で あ れ ばARIMA

（１，１，１）である。

BoxとJenkinsはARIMAモデルの分析を、同定

（identification）、推 定（estimation）、診 断（diag-

nostic checking）、予測（forecasting）の手順で

行っている。

（同定）

まず、正しいp，d，qの次数の選択を行う。

データは定常であることを要するから単位根の検

定を行い、階差定常あるいはトレンド定常となる

ようなdを選択する。これは第８章で説明したプ

ロセスである。

定常化されたデータについて標本自己相関

（auto―correlation、標本コレログラム、correlo-

注図２ VECMの入力例

１４）コレログラムは標本共分散を標本分散で基準化したものであった。第５章で説明したように

dj＝
Σ（yt－y）（yt－j－y）
Σ（yt－y）２

で定義される。

系列相関がないという帰無仮説の下で、t＝dk／√（１／n）が標準正規分布に従う。
標本偏自己相関（φkk）
φkk＝dj k＝１

＝
dk－Σj＝１k－１φk－１jdk－j
１－Σj＝１k－１φk－１jdj

k＞１

ただし、φkj＝φk－１j－φkkφk－１，k－j j＝１，２…，k－１である。
系列相関がないという帰無仮説の下でt＝φkk／√（１／n）が標準正規分布に従う。
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gram、acf）と標本偏自己相関（partial autocorre-

lation, pacf）によりAR，MAの次数を判断する１４）。

これは第５章で述たARMAモデルのプロセスで

ある。

AR（p）であれば、pacfはラグp次までゼロでは

ないが、p＋１次以降は０となる。acfは０ではな

いが、ラグが長くなると共に小さくなる。

MA（q）であれば、acfはq次までは０ではない

が、q＋１次以降は０となる。pacfは０ではない

がラグが長くなると小さくなる。

ARMA（p，q）であればacfはq次までは０で

はない、pacfもp次までは０ではない。いずれも

ラグが長くなると共に小さくなる。

しかし、第５章で説明したようにAR，MA，

ARMAの選択は実際には必ずしも容易でない場

合がある。そのような場合は、acf，pacfによら

ずAIC，SBCの情報量基準により、次数を選択す

ることが考えられる。

Box＝Jenkinsは次数の選択に当たり「けちの

原理」（principle of parsimony）を提唱し、でき

るだけ推定すべきパラメータを少なくするために

p、qの次数を低く選ぶ方が好ましいとしている。

そのため実際にはp、qの次数として１、２が選

ばれることが多い１５）。

また分散不均一の問題を回避するために、対数

を取ったりBox―Cox変換が行われることがある。

ytについて分散不均一が疑われる場合、新たに

Lyt＝Log（yt）と変数を定義するか、Box―Cox変

換

yt＊＝（ytλ－１）／λ yt＞０ λ≠０ ９．２２）

を行うものである。ただこの９．２２）式で変換した

場合、yt＊の経済的意味をとることは容易ではな

い。むしろ後述するARCHモデルによる方が望ま

しい。

（推定）

モデルが定式化されれば、ARIMAモデルの推

計を行う。ARMAモデルの推計法は第５章で示

した

yt＝a＋byt－１＋et，et＝ut＋cut－１，V（ut）＝σ２，

t＝１，…，n

において

LogL＝－（n／２）Log（σ２）－（１／２σ２）Σt＝１
nut２

＋１／２Log｜w｜ ９．２３）

Log｜w｜＝Log［（１－c２n＋２）／（１－c２）］

で求められる１６）。

（診断）

推定結果について、残差が系列相関を有するか

否か、分散不均一を有するか否かの検定を行う。

残差がホワイトノイズであれば、同定は正しく推

計は成功したということになる（得られたパラ

メータが経済的に意味を有するということは当然

の前提である）。

系列相関についてはBreush―GodfreyのLMテス

トやBox―PierceのQテスト、Ljung―Boxテストで

行う。自己ラグを含むARIMAや複雑なARMAプ

ロセスではLMテストによる。分散不均一につい

てはGoldfeld―QuandtテストやBreush―Paganテス

ト、Whiteテストを行う（第５、６章参照）。

もう一つの重要な診断は構造変化の有無である。

これはChowテストの応用である（第３章参照）。

１５）「けちの原理」については疑問無しとしない。系列相関の問題を誤れば、その推定量は有効性を持たないだけではなく、ラグ付
き内生変数を含む場合には一致性さえないことを第５章で示した。データが定常であるということは、
E（yt）＝μ for all t
V（yt）＝σy２ for all t
Cov（yt，yt＋k）＝ρk for all t and k，k≠０

の条件を満たすことである。これらが１次や２次の次数で充たされるとは限らない。むしろ十分に長い次数を取って検定を行
う方が妥当である。結果として低い次数が選ばれることがあるだけである。

１６）MA部分について反転可能である｜c｜＜１ことが必要である。
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９．２１）式のサンプルを２分割し、各サンプルを利

用して９．２１）式を推定し、その残差平方和を

RSSu１，RSSu２とする。全てのデータを利用した

９．２１）式の推計の残差平方和をRSSrとすると、

F＝
（RSSr－RSSu１－RSSu２）／（１＋p＋q）
（RSSu１＋RSSu２）／（T－２（１＋p＋q））

９．２２）

が自由度（１＋p＋q，T－２（１＋p＋q））のF分

に従う（１は定数項である）。

（予測）

ARIMAモデルの主要な目的の一つは短期の予

測である。モデルの同定も正しく、診断も問題が

なかったとしよう。その時は予測のプロセスに進

む。

ｔ期において利用可能な情報を用いて形成され

るh期先の（t＋h）期の予測

yt＋h／t＝Et（yt＋h） ９．２３）

を考える。予測はできるだけ誤差が少ないことが

望ましいであろうから、

Et（yt＋h／t－yt＋h）２ ９．２４）

を最小にする（minimum mean square error fore-

cast, MSE）ことを考える。

まずAR（１）モデルを考える。以下の推計結果

が得られたとする。

yt＝a＋byt－１＋et ９．２５）

etはIID（０，σe
２）とする。１期先のyは

yt＋１＝a＋byt＋et＋１ ９．２５）′

である。et＋１はt＋１期の誤差項である。将来の誤

差項であるからその値は未知である。誤差項は互

いに相関しないのであればet＋１を予測するためにt

期までの情報は役に立たないので、将来の誤差項

についてはその期待値Et（et＋h）＝０で置き換える。

９．２５）′より

yt＋１／t＝a＋byt ９．２５）′′

となる。２期先の予測は１期先の予測値とEt

（et＋２）＝０を用い

yt＋２／t＝a＋byt＋１／t

となる。以下繰り返すことにより

yt＋h／t＝a＋byt＋h－１／t ９．２６）

を得ることができる。

予測誤差は１期先で

wt＋１＝yt＋１－yt＋１／t＝a＋byt＋et＋１－（a＋byt）＝et＋１

となり、その分散は

V（wt＋１）＝V（et＋１）＝σe
２

となる。２期先については

wt＋２＝yt＋２－yt＋２／t＝a＋byt＋１＋et＋２－（a＋byt＋１／t）

＝et＋２＋b１（yt＋１－yt＋１／t）＝et＋２＋bwt＋１＝et＋２＋bet＋１

V（wt＋２）＝V（et＋２＋bet＋１）＝σe
２＋b２σe

２＝σe
２（１＋b２）

以下繰り返すことにより

V（wt＋h）＝σe
２（１＋b２＋b４＋…＋b２（h－１）） ９．２７）

を得ることができる。

次にMA（１）を考える。

yt＝c＋ut＋dut－１ ９．２８）

utはIID（０，σu
２）とする。１期先のyは次のよう

である。

yt＋１＝c＋ut＋１＋dut

yt＋１のMSE予測と予測誤差は、

yt＋１／t＝Et（yt＋１）＝c＋dut

wt＋１＝yt＋１－yt＋１／t＝ut＋１

である。その分散は次のとおりである。

V（wt＋１）＝V（ut＋１）＝σu
２

２期先は

yt＋２＝c＋ut＋２＋dut＋１

なので、MSE予測は

yt＋２／t＝Et（yt＋２）＝c

となる。

V（yt＋２－yt＋２／t）＝V（ut＋２＋dut＋１）＝σu
２＋d２σu

２

＝（１＋d２）σu
２

である。代入を繰り返すことによりh期先は

yt＋h／t＝Et（yt＋h）＝c ９．２９）

V（yt＋h－yt＋h／t）＝（１＋d２）σu
２ ９．３０）

である。

ARMA（１，１）についてみると
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yt＝a＋byt－１＋ut＋dut－１ ９．３１）

utはIID（０，σu
２）とする。１期先のy、MSE予測、

予測誤差、予測誤差の分散は次の通りである。

yt＋１＝a＋byt＋ut＋１＋dut

yt＋１／t＝Et（a＋byt＋ut＋１＋dut）＝a＋byt＋dut

wt＋１＝yt＋１－yt＋１／t＝ut＋１

V（wt＋１）＝σu
２

である。２期先は

yt＋２＝a＋byt＋１＋ut＋２＋dut＋１

yt＋２／t＝Et（a＋byt＋１＋ut＋２＋dut＋１）＝a＋bEt（yt＋１）

＝a＋byt＋１／t

wt＋２＝yt＋２－yt＋２／t＝ut＋２＋dut＋１＋bwt＋１

V（wt＋２）＝σu
２（（b＋d）２＋１）

となる。h期先も同様に求めることができる。

yt＋h／t＝a＋byt＋h／１／t ９．３２）

予測誤差の分散はh→∞として

V（wt＋h）＝σu
２（１＋２bd＋d

２

１－b２ ） ９．３３）

で求められる。一般にARMA（p，q）のh期先の

予測は

yt＋h／t＝a＋b１yt＋h－１／tb２yt＋h－２／t＋…＋bhyt＋…

＋bpyt＋h－p＋dhut＋dh＋１ut－１＋…＋dqut＋h－q

９．３４）

で与えられる。９．３４）式から明らかなように

ARMAモデルでは、その予測は予測期間が長い

と標本の平均に近づくことになる。このために長

期の予想には使われずもっぱら短期の予想に用い

られる。

ARIMAモデルの予測を考えよう。具体的に

ARIMA（１，１，１）を仮定する。

△yt＝a＋b△yt－１＋et＋cet－１ ９．３５）

１期先の△yは

△yt＋１＝a＋b△yt＋et＋１＋cet

なので、予測は

△yt＋１／t＝a＋b△yt＋cet

である。２期先の△yは

△yt＋２＝a＋b△yt＋１＋et＋２＋cet＋１

なので、予測は

△yt＋２／t＝a＋b△yt＋１／t

＝a＋b（a＋b△yt＋cet）

＝（１＋b）a＋b２△yt＋bcet

となる。

卸売物価指数（WPI）についてARIMAモデル

を推定してみる（期間は１９７５年１月～１９９８年６月）。

まず単位根の検定を行ったところ、定数項とトレ

ンドが共に無い形でラグが１期の１回の階差をと

る（DWPIと表記）とADF統計量は－６．７０５であっ

た。階差をとることによりデータは定常となった。

そのacfとpacfをみる。

View／Correlogramを選択しみてみる（ラグの

長さは３６期）。結果は図９．５にあるとおりである。

acfとpacfの形からAR（３）を選ぶ１７）。ARIMA（３，

１，０）を推定する。

equation ariwpi.LS D（WPI） c

D（WPI（－１）） D（WPI（－２）） D（WPI（－３））

結果は表９．５に示すとおりである１８）１９）。

１７）AIC基準やSBC基準で、複数の組合せについて検討することが望ましいが、ここでは省略する。
１８）同じ推定結果を得るために次のプログラムも使用可能である。

equation ariwpil. LS D（WPS） c AR（１） AR（２） AR（３）
しかしこのようにARIMA（３，１，０）を推定するとEviewsではWhiteの分散不均一テストは計算不可能になる。ARIMA
（３，１，０）の方がARIMA（３，１，１）より妥当ということを確認するために下記のプログラムでARIMA（３，１，１）モ
デルを推定すると
equation ariwpi２． LS D（WPI） c D（WPI（－１）） D（WPI（－２）） D（WPI（－３） MA（１）

MAの係数のp値は０．０６０となる。有意水準５％で検定するとMAの係数はゼロと判断される。
１９） D（WPI）は、series dwpi＝wpi－wpi（－１）のようにも定義できる。ARIMAモデルなどでは予測の関係からD（WPI）とする
方が便宜である。というのはEviewsではARIMAの予測を前者の場合WPIとして認識するからである。後者は階差をとった形で
予測することになる。
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残差の検定を行う。ラグのあるモデルなので

Breusch―GodfreyのLMテストを行う（第５章参

照）。

View／Residual Tests／Serial Correlation LM Test

を選択する。ラグの長さは２期とした。統計量は

１．２３３（p値＝０．５４０）であった。系列相関の問題

はないようである。次にWhiteの分散不均一テス

ト（クロス項有り）を行う。

View／Residual Tests／White Heteroscedasticity Test

を選択する。統計量は７９．２１６（p値＝０．０００）で

図９．５ Correlogram of D（WPI）

SAMPLE：１９７５：０１ １９９８：０６

Included observations：２８２

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q―Stat Prob

１

２

３

４

５

６

７

８

９

１０

１１

１２

１３

１４

１５

１６

１７

１８

１９

２０

２１

２２

２３

２４

２５

２６

２７

２８

２９

３０

３１

３２

３３

３４

３５

３６

０．６０１

０．４３０

０．４１８

０．３７５

０．３１７

０．２５８

０．２８７

０．２４８

０．１７８

０．１２２

０．１３４

０．１２４

０．０２５

０．０２４

－０．００６

－０．０２１

－０．０６９

－０．０３９

－０．０１１

－０．０６５

－０．１００

－０．０１８

０．０２９

－０．００５

－０．０１９

０．０３８

０．０２２

０．００８

０．０６６

０．１０８

０．０８０

－０．０３３

－０．０４２

０．０３０

０．００８

－０．００６

０．６０１

０．１０７

０．１９６

０．０６７

０．０３１

－０．０１２

０．１１２

－０．０１８

－０．０４０

－０．０６３

０．０４０

－０．００１

－０．１１３

０．０１５

－０．０７０

０．００５

－０．０６４

０．０６７

０．０１４

－０．０４７

－０．０４６

０．１３４

０．０５１

－０．００３

－０．０１６

０．０５９

－０．０３７

０．０１６

０．０９０

０．０１４

－０．０３８

－０．１６６

－０．０３２

０．０５２

－０．０１１

０．００２

１０３．０６

１５５．８６

２０６．１３

２４６．６０

２７５．６５

２９４．９７

３１８．９９

３３６．９０

３４６．１７

３５０．５６

３５５．９０

３６０．４５

３６０．６３

３６０．８１

３６０．８２

３６０．９４

３６２．３９

３６２．８４

３６２．８７

３６４．１８

３６７．２７

３６７．３７

３６７．６３

３６７．６４

３６７．７６

３６８．２１

３６８．３６

３６８．３８

３６９．７５

３７３．４３

３７５．４５

３７５．８０

３７６．３６

３７６．６５

３７６．６８

３７６．６９

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

０．０００

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

｜

１２６郵政研究所月報 １９９９．１２



あった。分散は不均一である（とりあえずこの問

題は無視する）。

次に予測に移ろう。ツールバーのForecastを選

択する（図９．６参照）。

予測期間を聞いてくる（ここでは１９９８年７月か

ら１２月としている）。予測をWPIについて行うか

D（WPI）について行うかの選択を聞いてくる。

ここではWPIを選択する。OUTPUTとしてはグ

表９．５ ARIMAモデルの推計例

Dependent Variable：D（WPI）

Method：Least Squares

Sample：１９７５：０１ １９９８：０６

Included observatrons：２８２

Variable Coefficient Std. Error t―Statistic Prob.

C

D（WPI（－１））

D（WPI（－２））

D（WPI（－３））

０．００９８０９

０．５１８７５６

－０．０００５３１

０．１９４３８１

０．０３２２９９

０．０５８８７７

０．０６６５８７

０．０５８８５９

０．３０３７１２

８．８１０８９０

－０．００７９７２

３．３０２５０４

０．７６１６

０．００００

０．９９３６

０．００１１

R―squared

Adjusted R―squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin―Watson stat

０．３９２６５９

０．３８６１０５

０．５４１４７８

８１．５０９２１

－２２５．１３２７

２．０２０９８３

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F―statistic

Prob（F―statistic）

０．０３３３３３

０．６９１０８９

１．６２５０５５

１．６７６７１３

５９．９１０９９

０．００００００

図９．６ Forecastの入力例
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ラフと数値評価の双方を選択する。

結果は表９．６に掲げるとおりである。

点線で±２標準偏差の信頼区間が表示されてい

る。数値評価の内容は次のように計算されたもの

である（Theil Inequality Coefficientについては

省略する）。

Root Mean Squared Error（平均平方誤差）

［（１／h）Σs＝１
h（yT＋s／T－yT＋s）２］１／２ ９．３６a）

Mean Absolute Error（平均絶対誤差）

（１／h）Σs＝１
h ｜yT＋s／T－yT＋s｜ ９．３６b）

Mean Absolute Percentage Error（平均絶対

％誤差）

（１／h）Σs＝１
h ｜（yT＋s／T－yT＋s）／yT＋s｜ ９．３６c）

予測誤差の平均平方和（Mean Squared Fore-

cast Error）は次のように分解することができる。

Σs＝１
h（yT＋s／T－yT＋s）２／h＝（y／T－y）２＋（σy／T－σy）２

＋２（１－ry／Ty）σy／Tσy ９．３７）

yとy／Tはそれぞれ予測期間中のyT＋sとyT＋s／Tの

平均値、σyとσy／Tはそれぞれ予測期間中のyT＋sと

yT＋s／Tの標準偏差、ry／TyはyT＋sとyT＋s／Tの相関係数と

する。９．３７）式を用いて予測誤差の要因を求める。

予測の平均と実際の値の平均との乖離（Bias

Proportion）

（yT－y）２

Σs＝１
h（yT＋s／T－yT＋s）２／h

９．３８a）

予測の変動と実際の変動の差（Variance Pro-

portion）

（σy／T－σy）２

Σs＝１
h（yT＋s／T－yT＋s）２／h

９．３８b）

残余の予測誤差（Covariance Proportion）

２（１－ry／Ty）σy／Tσy

Σs＝１
h（yT＋s／T－yT＋s）２／h

９．３８c）

この例では比較的予測が当たっているように見

える（分散不均一の問題はあるが）。

６ ARCH

EngleやBollerslevによって提唱された自己回帰

条件付き分散不均一モデル（Autoregressive Con-

ditional Heteroscedasticity, ARCH）について簡

単に触れたい。これは回帰モデルの誤差項（ut）

の分散（σt
２）が過去の誤差の大きさに依存する

という可能性を考えるものである。

σt
２＝a０＋b１u ２

t－１＋b２u ２
t－p ＋…＋bpu ２

t－p bi≧０

９．３９）

もちろんb１＝b２＝…＝bp＝０であれば分散均一

である。９．３９）式はARCH（p）過程と呼ばれてい

表９．６ 予測の結果
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る。９．３９）式の分散は前の誤差によってもたらさ

れる。ARCH（p）過程は次のようにも書かれる。

ut＝et（a０＋b１u２t－１＋b２u２t－p＋…＋bpu２t－p）１／２

９．４０）

etはutと独立しているIID過程である。９．４０）式

の特殊のケースとしてARCH（１）過程が得られる。

ARCH（１）であればut＝et（a０＋b１u ２
t－１）１／２である。ut

は平均０である２０）。

ARCHの検定は以下の手順による。

yt＝a＋bxt＋utをOLSで推計し、残差 u^ tを求め

る。

u^ ２
t ＝a０＋b１u^２t－１＋b２u^２t－１＋…＋bp u^２t－p＋wt

９．４１）

をOLSで推計し、９．４１）式の決定係数をR２とし、

標本数をnとする。帰無仮説

H０：b１＝b２＝…＝bp＝０ （ARCH効果なし）

を検定する。帰無仮説が正しく標本数が多い場合

はLM検定統計量nR２が自由度pのχ２統計量に従う。

しかし９．４１）式よりpの実際の特定は難しい。

ARCHモデルの拡張したモデルとして次の

GARCH（p，q）（Generalized ARCH）がある。

σ２
t ＝a０＋b１u２t－１＋b２u２t－１＋…＋bpu２t－p＋c１σ２t＋１

＋c２σ２t－２＋…＋cqσ２t－q ９．４２）

q＝０（すなわちc１＝c２＝…＝cq＝０）であれば、

ARCH（p）モデルになる。GARCH（p，q）モデ

ルにおいて条件付き分散（σt２）はp個のラグ付

き誤差項の自乗（u２t－s）とq個のラグ付き条件付き

分散（σ２t－s）に依存する。

GARCH（１，１）であれば９．４２）式は

σt
２＝a０＋b１u ２

t－１＋c１σ ２
t－１

になる。上式を書き直すと

σt
２＝a０／（１－c１）＋b１（u２t－１＋c１u２t－２１＋…＋c１k－１u２t－k＋…）

を得ることができる。すなわちGARCH（１，１）

モデルをARCH（∞）として表現することができ

る。ただし係数は三つしかない。ARCHと

GARCHモデルを最尤法で推計する２１）。

WPIのARIMAモデルの残差のテストでは分散

不均一であった。GARCHの存在が疑われる。表

９．５が表示されているとする。

View／Residual Test／ARCH LM Testを選択す

る。ARCH（１）の有無を検定するために次数を１

とする。結果は表９．７に示すとおりである。LM

統計量は７．１７（p値は０．００７）であるから、ARCH

効果がないという帰無仮説は棄却される。次の

GARCH（１，１）モデル

△WPIt＝a０＋a１△WPIt－１＋a２△WPIt－２＋a３

△WPIt－３＋ut

σ２
t ＝b０＋b１u ２

t－１＋c１σ ２
t－１

を推計するコマンドは次の通りである。

equation archwpi.ARCH（１，１） D（WPI）

D（WPI（－１）） D（WPI（－２）） D（WPI（－３））

ARCHと指定することでGARCH（p，q）モデ

ルの推計を行う。（ ）の中でpとqの次数を指定

している。結果は表９．８に掲げるとおりである。

下欄にVariance equationとしてσ２
t ＝b０＋b１u２t－１

＋c１σ２t－１の推計結果が報告されている。表９．８よ

りb１とc１の推定値はそれぞれ０．１５３（p値＝０．０００）

と０．７６０（p値＝０．０００）となるの でARCH効 果

（u２t－１）とGARCH効果（σ２t－１）が必要というこ

とが分かる。

２０） 証明は省略するが、a０＞０、｜a１｜＜１，Et（ut＋１ut）＝０である。
２１） ARCH, GARCHの詳細についてはDavidson and MacKinnon［１９９３］Ch１６―４, Hendry［１９９５］Ch１５―８を参照されたい。
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表９．７ ARCHテスト

ARCH Test：

F―statistic

Obs＊R―squared

７．３０１９４１

７．１６６７１９

Probability

Probability

０．００７３１０

０．００７４２７

Test Equation:

Dependent Variable:RESID ２^

Method：Least Squares

Sample（adjusted）：１９７５：０２ １９９８：０６

Included observations：２８１after adjusting endpoints

Variable Coefficient Std. Effor t―Statistic Prob.

C

RESID ２^（－１）

０．２４３６５３

０．１５９６７７

０．０４６７１０

０．０５９０９１

５．２１６２７６

２．７０２２１０

０．００００

０．００７３

R―squared

Adjusted R―squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin―Wwatson stat

０．０２５５０４

０．０２２０１２

０．７２８６５６

１４８．１３２３

－３０８．７６６８

１．９８１７３７

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F―statistic

Prob（F―statistic）

０．２８９８５８

０．７３６８１１

２．２１１８６３

２．２３７７５９

７．３０１９４１

０．００７３１０

表９．８ GARCHの推計

Dependent Variable：:D（WPI）

Method：ML―ARCH

Sample：１９７５：０１ １９９８：０６

Included observatons：２８２

Convergence achieved after２５iterations

Coefficient Std. Error z―Statistic Prob.

C

D（WPI（－１））

D（WPI（－２））

D（WPI（－３））

－０．０１２９１５

０．４５３９５０

０．００３１５６

０．１４６０７４

０．０３２３１４

０．０７１６７６

０．０９０２０１

０．０６９５２８

－０．３９９６５７

６．３３３３７７

０．０３４９８８

２．１００９２４

０．６８９４

０．００００

０．９７２１

０．０３５６

Variance Equation

C

ARCH（１）

GARCH（１）

０．０２７４８１

０．１５３１６８

０．７５９６１０

０．０１４９０３

０．０４３７８３

０．０７２１６９

１．８４４０５５

３．４９８３５５

１０．５２５４５

０．０６５２

０．０００５

０．００００

R―squared

Adjusted R―squared

S.E. of regression

Sum squared resid

Log likelihood

Durbin―Watson stat

０．３８２４７２

０．３６８９９９

０．５４８９７１

８２．８７６３８

－２０９．１０３２

１．８６１６１７

Mean dependent var

S.D. dependent var

Akaike info criterion

Schwarz criterion

F―statistic

Prob（F―statistic）

０．０３３３３３

０．６９１０８９

１．５３２６４７

１．６２３０４９

２８．３８７３２

０．００００００
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