
されており、実現ボラティリティで規格化されたモーメントはマイクロストラクチャーノ

イズの影響により、理論値よりも小さくなっていることが分かった。一方、適切なモーメ

ントの比はマイクロストラクチャーノイズの影響を受けないことが分かった。このこと

は、実現ボラティリティにおけるマイクロストラクチャーノイズの影響が実効的には定数

ファクターで説明できることを示唆しおり、モーメント比においてはマイクロストラクチ

ャーノイズの影響がキャンセルすることを意味している。その場合、対数変換したボラテ

ィリティの増分時系列では定数ファクターがキャンセルし、増分時系列のハースト指数測

定には影響を与えないことが判明した。 
有限サンプル効果の影響を調べるために、ハースト指数がサンプリング間隔に依存する

かどうか調べた。その結果、ハースト指数はサンプリング間隔に依存し、サンプリング間

隔が大きくなるとハースト指数は小さくなることが分かった。そして、この依存性は、簡

単な関数形で説明できることを示した。その関数を用いてサンプリング間隔がゼロの極限

でのハースト指数を得ることができ、その値は H<1/2、従ってボラティリティ時系列が反
持続的であることを確認した。実証分析では 5分のサンプリング間隔での実現ボラティリ
ティが良く用いられるので、サンプリング間隔 5分でのハースト指数値に与える有限サン
プル効果の影響を調べたところ、その影響は相対誤差 1％程度であり、小さいことが分か
った。 

Multifractal Detranded Fluctuation Analaysis(MFDFA)法によって一般化ハースト指数
h(q)を計算し、ボラティリティ増分時系列のマルチフラクタル性について調べた。その結果、
qについて h(q)は一定ではなく、ボラティリティ増分時系列はマルチフラクタル性を示すこ
とが分かった。また、マルチフラクタル性の強さを一般化ハースト指数の変動幅𝛥𝛥ℎ(3)と
h(q)のテイラー展開係数 B1によって調べたところ、どちらも時間変動しており、マルチフ

ラクタル性の強さは時間変動していることが分かった。 
 ボラティリティ時系列をモデル化する場合、一般的にはボラティリティ時系列の性質を

反映するようにモデル化が行われる。例えば、ボラティリティのラフ性に注目するならば、

H<1/2 の非整数ブラウン運動を用いるなどである。しかし、ボラティリティのモデル化は
様々な形で行われており、そしてモデル毎に推定及び予測されるボラティリティ値は違う

ことになり、どのモデルを用いるのが良いかはケースバイケースである。本研究では、モデ

ル化における仮定を導入する必要のない量子回路モデルによるボラティリティのモデル化

を試みた。ビットコインの実現ボラティリティ時系列を用いて、量子回路モデルによる実証

分析を行い、量子回路モデルが予測する収益率及びボラティリティ時系列の性質を調べた。

その結果、収益率時系列とボラティリティ時系列のハースト指数及びマルチフラクタル性

は既存研究において示されているものと同様の値を取ることが判明した。本研究で用いた

量子回路は単純なものであるので、今後は更に複雑な量子回路によって精度の良い推定及

び予測ができるかどうか、また既存モデルとの予測精度の比較等を行う必要がある。 

暗号資産市場におけるラフボラティリティの性質 

広島経済大学 
高石哲弥 

 
１１．． ははじじめめにに  
ボラティリティは金融の実証分析においてリスクを測る指標として用いられ、金融資産

のリスク管理を行う上で重要な指標となっている。ボラティリティの将来値を予測するこ

とは金融資産を安全に管理するために重要なタスクとなっている。ボラティリティの予測

手法として、一般的に取られる方法は金融時系列の変動をモデル化する方法である。この際、

実際の金融時系列データの性質を多く反映することが良いモデルの１つの指針となる。金

融時系列データの性質として、金融資産の種類に関わらず共通に表れる性質が知られてお

り、それらの性質を Stylized facts と呼ぶ。主な Stylized facts は以下である[1]。 
(i) 収益率時系列の短期記憶性 
(ii) 絶対値収益率時系列（又はボラティリティ時系列）の長期記憶性 
(iii) ボラティリティクラスタリング 
(iv) 収益率分布のファットテイル性 
 ボラティリティクラスタリングはボラティリティが高い時期や低い時期が繰り返し現れ

る性質であり、ボラティリティを特徴付ける性質でもある。ボラティリティクラスタリング

を持つモデルとして、Engle による Autoregressive conditional heteroscedasticity(ARCH) 
モデル[2]がある。ARCH モデルはボラティリティが過去の収益率の 2 乗による自己回帰モ

デルとして定式化されている。ARCHモデルは更にBollerslevによってGeneralized ARCH 
(GARCH) モデル[3]として一般化されている。これらのモデルはボラティリティクラスタ

リングの性質を持つ一方、ボラティリティ時系列が短期記憶となる欠点がある。そのため、

ボラティリティ時系列に長期記憶を持たせるモデル構築も行われている。例えば、

Autoregressive integrated moving average(ARIMA)モデルを拡張した、Autoregressive 
fractionally integrated moving average(ARFIMA)モデル[4-6]や GARCH モデルに長期記

憶性を導入した Fractionally integrated GARCH(FIGARCH)モデル[7]がある。 
時系列の記憶性を表す指数として、ハースト指数 H が知られている[8]。このハースト指

数と時系列の記憶性との関係は以下になる。 
1>H>1/2  のとき 持続的（長期記憶） 
H=1/2    のとき ランダム (記憶性なし) 
1/2>H>0  のとき 反持続的（負の自己相関） 

ボラティリティ時系列が長期記憶を持つことから、ボラティリティ時系列のモデル化に

H>1/2 の性質を持つ時系列を導入するのは自然な流れであり、H>1/2 の非整数ブラウン運

動を基にしたモデルが Comte and Renault などのグループによって提唱されている[9-12]。 
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 ボラティリティ時系列は長期記憶を示すことが広く知られていたが、近年の研究で、

Gatheral et al. [13]は株価及び債券先物契約の実現ボラティリティ（RV）の増分時系列の

ハースト指数 H を計算し、その値が H～0.1 程度、従って H<1/2 となっていることを指摘

した。このことは、ボラティリティ増分時系列が反持続的になっていることを示しており、

ボラティリティ時系列の長期記憶性が広く知られていたことから、驚きを持って捉えられ

た。一般に、H<1/2 を持つボラティリティをラフボラティリティと呼ぶ。そして、ラフ性を

持つボラティリティモデルとして、Gatheral et al.は H<1/2 のハースト指数を持つ非整数

ブラウン運動で与えられる rough fractional stochastic volatility モデルの利用を提唱して

いる。また、H<1/2 の非整数ブラウン運動によるラフボラティリティモデルは、Implied 
volatility(IV) の期間構造における負のべき乗則を説明できることが知られており[14-15]、
そのことはラフボラティリティモデルを支持する根拠の 1 つとなっている。 
 実証的にはその後、Implied Volatility や他の金融資産価格のボラティリティ時系列にお

ける分析から、それらのボラティリティ時系列もハースト指数が H<1/2 となっていること

が確認されている[16-18]。Gatheral et al. [13]によると、ボラティリティ時系列はモノフラ

クタルであるとしているが、一方で、ビットコインのボラティリティ時系列がラフボラティ

リティかつマルチフラクタルとなっていることが指摘されている[18]。また、ハースト指数

の計測法は様々なものが存在し、Fukasawa[19]は改善された方法を用いてハースト指数を

計測し、その値が H～0.1 となることを指摘している。この値は 1/2 以下であることからラ

フボラティリティの性質を示しているが、Gatheral et al.が求めた値よりは小さな値となっ

ている。これらのラフボラティリティに関する実証分析結果に対して、Cont et al.[20]は、

実現ボラティリティで観測されているハースト指数は integrated volatility におけるハー

スト指数とは違うということを指摘している。そして、その違いは discretization error （マ

イクロストラクチャーノイズ）によるという予測をしている。 
このように、Gatheral et al.がボラティリティのラフ性について言及した後、ボラティリ

ティについて理論的、実証的な研究が多くなされるようになってきているが、まだ解明され

ていないことも多い。本研究では、ラフボラティリティの性質についていくつかの観点から

研究を進め、ボラティリティの性質のさらなる理解を図ることを目的としている。 
  実現ボラティリティは高頻度データを利用して計算されるが、その精度は計算に用いる

サンプル数（有限サンプル効果）と高頻度データのサンプリング間隔（マイクロストラクチ

ャーノイズ）に依存する。有限サンプル効果とマイクロストラクチャーノイズとも実現ボラ

ティリティの値に影響（バイアス）を与えることが知られている。従って、バイアスのある

実現ボラティリティから得られたハースト指数はバイアスの影響を受ける可能性がある。 

本研究では、実現ボラティリティ時系列のハースト指数測定に際し、マイクロストラクチャ

ーノイズと有限サンプル効果がどのような影響を与えるかを実証的に分析する。また、

Gatheral et al. はボラティリティ時系列がモノフラクタルであるとしているが、マルチフ

ラクタル性の存在についてはまだはっきりしていないので、ボラティリティ時系列のマル
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 ボラティリティ時系列は長期記憶を示すことが広く知られていたが、近年の研究で、

Gatheral et al. [13]は株価及び債券先物契約の実現ボラティリティ（RV）の増分時系列の

ハースト指数 H を計算し、その値が H～0.1 程度、従って H<1/2 となっていることを指摘

した。このことは、ボラティリティ増分時系列が反持続的になっていることを示しており、

ボラティリティ時系列の長期記憶性が広く知られていたことから、驚きを持って捉えられ

た。一般に、H<1/2 を持つボラティリティをラフボラティリティと呼ぶ。そして、ラフ性を

持つボラティリティモデルとして、Gatheral et al.は H<1/2 のハースト指数を持つ非整数

ブラウン運動で与えられる rough fractional stochastic volatility モデルの利用を提唱して

いる。また、H<1/2 の非整数ブラウン運動によるラフボラティリティモデルは、Implied 
volatility(IV) の期間構造における負のべき乗則を説明できることが知られており[14-15]、
そのことはラフボラティリティモデルを支持する根拠の 1 つとなっている。 
 実証的にはその後、Implied Volatility や他の金融資産価格のボラティリティ時系列にお

ける分析から、それらのボラティリティ時系列もハースト指数が H<1/2 となっていること

が確認されている[16-18]。Gatheral et al. [13]によると、ボラティリティ時系列はモノフラ

クタルであるとしているが、一方で、ビットコインのボラティリティ時系列がラフボラティ

リティかつマルチフラクタルとなっていることが指摘されている[18]。また、ハースト指数

の計測法は様々なものが存在し、Fukasawa[19]は改善された方法を用いてハースト指数を

計測し、その値が H～0.1 となることを指摘している。この値は 1/2 以下であることからラ

フボラティリティの性質を示しているが、Gatheral et al.が求めた値よりは小さな値となっ

ている。これらのラフボラティリティに関する実証分析結果に対して、Cont et al.[20]は、

実現ボラティリティで観測されているハースト指数は integrated volatility におけるハー

スト指数とは違うということを指摘している。そして、その違いは discretization error （マ

イクロストラクチャーノイズ）によるという予測をしている。 
このように、Gatheral et al.がボラティリティのラフ性について言及した後、ボラティリ

ティについて理論的、実証的な研究が多くなされるようになってきているが、まだ解明され

ていないことも多い。本研究では、ラフボラティリティの性質についていくつかの観点から

研究を進め、ボラティリティの性質のさらなる理解を図ることを目的としている。 
  実現ボラティリティは高頻度データを利用して計算されるが、その精度は計算に用いる

サンプル数（有限サンプル効果）と高頻度データのサンプリング間隔（マイクロストラクチ

ャーノイズ）に依存する。有限サンプル効果とマイクロストラクチャーノイズとも実現ボラ

ティリティの値に影響（バイアス）を与えることが知られている。従って、バイアスのある

実現ボラティリティから得られたハースト指数はバイアスの影響を受ける可能性がある。 

本研究では、実現ボラティリティ時系列のハースト指数測定に際し、マイクロストラクチャ

ーノイズと有限サンプル効果がどのような影響を与えるかを実証的に分析する。また、

Gatheral et al. はボラティリティ時系列がモノフラクタルであるとしているが、マルチフ

ラクタル性の存在についてはまだはっきりしていないので、ボラティリティ時系列のマル

チフラクタル性についても研究する。また、ラフボラティリティの性質を反映するモデルと

して、ハースト指数が 1/2 以下の非整数ブラウン運動を基にしたモデル化の研究も多くなさ

れるようになっているが、本研究では、モデル化に際し時系列の性質を仮定する必要がない

量子回路を利用したモデル化も試みる。そして、量子回路モデルがラフボラティリティの性

質を示すかどうか研究する。 
 
２２．． ボボララテティィリリテティィののモモデデルル化化  
本章では、ボラティリティのモデル化について考察する。図１はボラティリティモデル

化の考え方の概略図である。一般的には、何らかの過去の情報をもとに将来のボラティリ

ティ値を導出できるようにモデル化を行う。過去の情報としては、収益率、ボラティリテ

ィ、出来高、価格など様々なものが考えられる。図 1 では左から過去の情報がモデル

BOX に入力されている。モデル BOX は過去の情報を受け取り何らかの値を出力する。モ

デル BOX はモデル化を行うところで、真のボラティリティを出力するモデル（オラク

ル）は知られていないので、所望のボラティリティが得られるように様々にモデル化が行

われる。例えば、ボラティリティクラスタリングの性質を捉える GARCH モデルや、ラフ

ボラティリティの性質に注目するなら、非整数ブラウン運動を基にしたモデル等が考えら

れる。これらのモデルには、いくつかのパラメータが存在し、それらのパラメータは過去

の時系列に合うように最尤法やベイズ推定などで決定される。 

図 1 ボラティリティモデル化の概略図 
 
 モデル BOX は真のボラティリティモデル（オラクル）を近似するものと考えられ

る。どのように近似するかによって様々なモデルが提唱される。例えば、GARCH モデル

は過去の収益率と過去のボラティリティの関数をオラクルとして、その関数をテイラー展

開で近似した形となっている。過去のボラティリティを𝜎𝜎𝑡𝑡
2、収益率を𝑟𝑟𝑡𝑡としてインプット

し、次期のボラティリティ𝜎𝜎𝑡𝑡+1
2がある関数（オラクル）によって 

𝜎𝜎𝑡𝑡+1
2 = 𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑡𝑡

2, 𝑟𝑟𝑡𝑡)                        （１） 
表されているとする。一般には、𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑡𝑡

2, 𝑟𝑟𝑡𝑡)の関数形は分からないので、何らかのモデル

で近似する。 
𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑡𝑡

2, 𝑟𝑟𝑡𝑡)を𝜎𝜎𝑡𝑡
2と𝑟𝑟𝑡𝑡の小さいところでテイラー展開すると 

𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑡𝑡
2, 𝑟𝑟𝑡𝑡) = 𝑓𝑓00 + 𝑓𝑓10𝜎𝜎𝑡𝑡

2 + 𝑓𝑓01𝑟𝑟𝑡𝑡 + 𝑓𝑓11𝜎𝜎𝑡𝑡
2𝑟𝑟𝑡𝑡 + 1

2 𝑓𝑓20(𝜎𝜎𝑡𝑡
2)2 + 1

2 𝑓𝑓02(𝑟𝑟𝑡𝑡)2 + ⋯    （２） 

となる。ここで、𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖は展開係数を表し、 

     𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖 = ( 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑡𝑡2)

𝑖𝑖
( 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑟𝑟𝑡𝑡
)

𝑗𝑗
𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑡𝑡

2, 𝑟𝑟𝑡𝑡)|𝜎𝜎𝑡𝑡2,𝑟𝑟𝑡𝑡=0                     (３) 
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で定義される。ここで、ボラティリティが収益率𝑟𝑟𝑡𝑡の正負について対称と仮定すると、

𝑓𝑓01及び𝑓𝑓11をゼロとすることができる。そして、𝜎𝜎𝑡𝑡
2と𝑟𝑟𝑡𝑡の最低次のみ残すと 

𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑡𝑡
2, 𝑟𝑟𝑡𝑡) = 𝑓𝑓00 + 𝑓𝑓10𝜎𝜎𝑡𝑡

2 + 1
2 𝑓𝑓02(𝑟𝑟𝑡𝑡)2                （４） 

を得ることができる。これは、GARCH(1,1)モデルとして知られている 
      𝜎𝜎𝑡𝑡+1

2 = 𝜔𝜔 + 𝛽𝛽𝜎𝜎𝑡𝑡
2 + 𝛼𝛼(𝑟𝑟𝑡𝑡)2                  （５） 

の関数形に一致する。ここで、𝛼𝛼, 𝛽𝛽, 𝜔𝜔はテイラー展開係数に対応するがそれらの値は未

知（真の関数形が未知なので具体的な値は分からない）なので、𝛼𝛼, 𝛽𝛽, 𝜔𝜔は過去の時系

列データにフィットするように決定される。言い換えれば、データを利用して展開係

数を推定していると言うことができる。 
 株価等の金融時系列には収益率𝑟𝑟𝑡𝑡に対するボラティリティ非対称性が存在することが

知られている。ボラティリティ非対称性を考慮するため、収益率𝑟𝑟𝑡𝑡に比例する項を残す

と、 

    𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑡𝑡
2, 𝑟𝑟𝑡𝑡) = 𝑓𝑓00 + 𝑓𝑓10𝜎𝜎𝑡𝑡

2 + 𝑓𝑓01𝑟𝑟𝑡𝑡 + 1
2 𝑓𝑓02(𝑟𝑟𝑡𝑡)2          （６） 

が得られる。この関数形は、Quadratic ARCH モデル[21]として知られるモデル形とな

る。更に近似の精度を上げようとするならば、高次項を導入してゆけば良いことになる

が、この方針ではフィットパラメータ数が増えてゆくことになり、パラメータ推定の難し

さが増してゆく。また、テイラー展開の次数を上げることによって近似の精度が劇的に上

昇するわけでもない。そこで、テイラー展開以外の方法によって関数を近似することも考

えることができる。例えば、パデ近似では有理関数によって関数を近似し、多くの場合テ

イラー展開よりも良い近似を与えることが知られている。パデ近似の考え方を利用したモ

デルとして、Rational GARCH( RGARCH )モデル[22]があり、このモデルは以下の関数

形で与えられる。 

 𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑡𝑡
2, 𝑟𝑟𝑡𝑡) = 𝜔𝜔+𝛼𝛼𝑟𝑟𝑡𝑡2+𝛽𝛽𝜎𝜎𝑡𝑡2

1+𝛾𝛾𝑟𝑟𝑡𝑡
                                   （７） 

このモデルにおいて、γがボラティリティの非対称性を表すパラメータに対応する。γ=0
とおくと、式（５）で与えられる GARCH(1,1)モデルに一致する。 
 その他にも様々な関数形が提案されている。例えば、対数変換したボラティリティでモ

デル化した Exponential GARCH モデル[23]やボラティリティのべき乗の指数をパラメー

タとした Asymmetric power GARCH モデル[24]などが提案されている。このように様々

なモデルが存在することは、モデルごとに違うボラティリティ値を与えることになり、ど

のモデルが良いかはケースバイケースとなる。モデルによらない推定方法としては実現ボ

ラティリティがあるが、予測を行おうとすると実現ボラティリティ時系列のモデル化を行

う必要が出てくる。このように、ボラティリティを予測するためにはあらかじめ何らかの

モデル化を必要とするが、８章では量子回路を利用してモデル化を行う。量子回路モデル
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で定義される。ここで、ボラティリティが収益率𝑟𝑟𝑡𝑡の正負について対称と仮定すると、

𝑓𝑓01及び𝑓𝑓11をゼロとすることができる。そして、𝜎𝜎𝑡𝑡
2と𝑟𝑟𝑡𝑡の最低次のみ残すと 

𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑡𝑡
2, 𝑟𝑟𝑡𝑡) = 𝑓𝑓00 + 𝑓𝑓10𝜎𝜎𝑡𝑡

2 + 1
2 𝑓𝑓02(𝑟𝑟𝑡𝑡)2                （４） 

を得ることができる。これは、GARCH(1,1)モデルとして知られている 
      𝜎𝜎𝑡𝑡+1

2 = 𝜔𝜔 + 𝛽𝛽𝜎𝜎𝑡𝑡
2 + 𝛼𝛼(𝑟𝑟𝑡𝑡)2                  （５） 

の関数形に一致する。ここで、𝛼𝛼, 𝛽𝛽, 𝜔𝜔はテイラー展開係数に対応するがそれらの値は未

知（真の関数形が未知なので具体的な値は分からない）なので、𝛼𝛼, 𝛽𝛽, 𝜔𝜔は過去の時系

列データにフィットするように決定される。言い換えれば、データを利用して展開係

数を推定していると言うことができる。 
 株価等の金融時系列には収益率𝑟𝑟𝑡𝑡に対するボラティリティ非対称性が存在することが

知られている。ボラティリティ非対称性を考慮するため、収益率𝑟𝑟𝑡𝑡に比例する項を残す

と、 

    𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑡𝑡
2, 𝑟𝑟𝑡𝑡) = 𝑓𝑓00 + 𝑓𝑓10𝜎𝜎𝑡𝑡

2 + 𝑓𝑓01𝑟𝑟𝑡𝑡 + 1
2 𝑓𝑓02(𝑟𝑟𝑡𝑡)2          （６） 

が得られる。この関数形は、Quadratic ARCH モデル[21]として知られるモデル形とな

る。更に近似の精度を上げようとするならば、高次項を導入してゆけば良いことになる

が、この方針ではフィットパラメータ数が増えてゆくことになり、パラメータ推定の難し

さが増してゆく。また、テイラー展開の次数を上げることによって近似の精度が劇的に上

昇するわけでもない。そこで、テイラー展開以外の方法によって関数を近似することも考

えることができる。例えば、パデ近似では有理関数によって関数を近似し、多くの場合テ

イラー展開よりも良い近似を与えることが知られている。パデ近似の考え方を利用したモ

デルとして、Rational GARCH( RGARCH )モデル[22]があり、このモデルは以下の関数

形で与えられる。 

 𝑓𝑓(𝜎𝜎𝑡𝑡
2, 𝑟𝑟𝑡𝑡) = 𝜔𝜔+𝛼𝛼𝑟𝑟𝑡𝑡2+𝛽𝛽𝜎𝜎𝑡𝑡2

1+𝛾𝛾𝑟𝑟𝑡𝑡
                                   （７） 

このモデルにおいて、γがボラティリティの非対称性を表すパラメータに対応する。γ=0
とおくと、式（５）で与えられる GARCH(1,1)モデルに一致する。 
 その他にも様々な関数形が提案されている。例えば、対数変換したボラティリティでモ

デル化した Exponential GARCH モデル[23]やボラティリティのべき乗の指数をパラメー

タとした Asymmetric power GARCH モデル[24]などが提案されている。このように様々

なモデルが存在することは、モデルごとに違うボラティリティ値を与えることになり、ど

のモデルが良いかはケースバイケースとなる。モデルによらない推定方法としては実現ボ

ラティリティがあるが、予測を行おうとすると実現ボラティリティ時系列のモデル化を行

う必要が出てくる。このように、ボラティリティを予測するためにはあらかじめ何らかの

モデル化を必要とするが、８章では量子回路を利用してモデル化を行う。量子回路モデル

ではあらかじめモデルの関数形を仮定する必要がないという利点がある。 
 
３３．． ママイイククロロスストトララククチチャャーーノノイイズズとと有有限限ササンンププルル効効果果  
本章では、実現ボラティリティ[25,26]を計算する際に存在するバイアス、マイクロスト

ラクチャーノイズと有限サンプル効果について述べる。実現ボラティリティは日中の高頻

度データを利用して計算され、t 日の実現ボラティリティ𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡,∆は以下の式で与えられる。 
 

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡,∆ = ∑ 𝑟𝑟𝑡𝑡,∆,𝑖𝑖21440/∆
𝑖𝑖=1             （８） 

 
ここで、∆はサンプリング間隔（分）、𝑟𝑟𝑡𝑡,∆,𝑖𝑖は t 日内の∆間隔でサンプルされた i 番目の収益

率である。1 日を 1440 分とすると 1 日に𝑛𝑛 = 1440/∆個のサンプル数がある。実現ボラテ

ィリティは∆が 0 になる極限で integrated volatility に一致する。しかしながら、市場で

サンプルされる𝑟𝑟𝑡𝑡,∆,𝑖𝑖は誤差（マイクロストラクチャーノイズ）が付随しており、∆が小さ

くなると式（８）での和においてマイクロストラクチャーノイズの影響が大きくなり、

真の値からズレてくる [27]。 
 マイクロストラクチャーノイズを修正する方法として、修正係数を実現ボラティリティ

に掛ける方法がある。株価等においては 1 日の中に取引がない時間帯があり、取引時間帯

のデータだけを式（８）によって計算すると日次ボラティリティとしては過小評価となっ

てしまう。そこで、日次ボラティリティを推定するために修正ファクタ―をかけて修正す

る。修正ファクターを c とし、実現ボラティリティが𝑅𝑅𝑅𝑅̅̅ ̅̅ 𝑡𝑡,∆ = 𝑐𝑐𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡,∆と修正されると仮定す

る。Hansen と Lunde[28]は、実現ボラティリティの平均値が日次収益率の分散に一致す

るように、修正ファクターを以下のように計算している。 
 

           𝑐𝑐 = ∑ (𝑅𝑅𝑡𝑡−𝑁𝑁
𝑡𝑡=1 𝑅𝑅𝑡𝑡̅̅ ̅)2
∑ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡,∆𝑁𝑁
𝑡𝑡=1

                    （９） 

 
ここで、𝑅𝑅𝑡𝑡は日次収益率、𝑅𝑅𝑡𝑡̅̅ ̅は日次収益率の平均である。この方法は取引時間帯に関する

過小評価の修正が目的であるが、同時にマイクロストラクチャーノイズの影響も修正され

ると考えられる。 
このタイプの修正ファクターをモデルのパラメータとして導入したモデルとして、

Realized Stochastic Volatility (RSV) モデル[29]がある。このモデルにおいて、修正ファク

ターはパラメータなのであらかじめ式(９)のように計算しておく必要はなく、時系列データ

にフィットするようにパラメータ値が決定される。株価を用いた実証分析からは、RSV モ

デルのパラメータ値と式（９）で計算された値がよく一致することが示されている[30]。 
実現ボラティリティが𝑅𝑅𝑅𝑅̅̅ ̅̅ 𝑡𝑡,∆ = 𝑐𝑐𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡,∆として修正されるとする。この時、実現ボラティリ

ティの増分時系列、すなわち log-RV increments の時系列は 
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𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑅𝑅𝑅𝑅̅̅ ̅̅ 𝑡𝑡,∆ − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑅𝑅𝑅𝑅̅̅ ̅̅ 𝑡𝑡−1,∆ = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡,∆ − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡−1,∆         （１０） 
となり、この中では修正ファクターはキャンセルする。このタイプの修正がある場合、マ

イクロストラクチャーノイズがある場合とない場合で、増分時系列は一致する。従って、

増分時系列のハースト指数測定にマイクロストラクチャーノイズは影響しないことにな

る。マイクロストラクチャーノイズが𝑅𝑅𝑅𝑅̅̅ ̅̅ 𝑡𝑡,∆ = 𝑐𝑐𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡,∆の形で修正が可能かどうかはそのまま

では分からないが、以下の様に実現ボラティリティで標準化した収益率のモーメントを計

算して検証する。 
実現ボラティリティをボラティリティの代理、𝜎𝜎𝑡𝑡 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡

1/2
として、収益率を標準化した

𝑟𝑟𝑡̅𝑡 = 𝑟𝑟𝑡𝑡/𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡
1/2

の分布を考える。実現ボラティリティがボラティリティを良く近似している

場合、標準化された収益率の分布は標準正規分布となる。実際、標準化された収益率の分

布が近似的に標準正規分布になることが示されている[31]。しかし、実現ボラティリティ

を計算するときに用いる収益率のサンプル数が少ない場合には、標準化された収益率の分

布は標準正規分布からズレてくる。有限のサンプル数で計算された実現ボラティリティを

用いた場合の分布は以下のように導出されている[32]。 

𝑃𝑃(𝑟̅𝑟) = Γ(𝑛𝑛
2)

√𝜋𝜋𝑛𝑛Γ(𝑛𝑛−1
2 )

(1 − 𝑟̅𝑟2

𝑛𝑛 )
(𝑛𝑛−3)/2

            （１１） 

この分布は、サンプル数 n が無限大の極限で標準正規分布となる。株価を用いた実証研究

から有限サンプル数での分布が式（１１）で表されることが示されている[33]。この分布

における 2k 次モーメントも計算されており以下で与えられる。 

 𝐸𝐸[𝑟𝑟2𝑘𝑘] = 𝑛𝑛𝑘𝑘(2𝑘𝑘−1)(2𝑘𝑘−3)⋯1
(𝑛𝑛+2𝑘𝑘−2)(𝑛𝑛+2𝑘𝑘−4)⋯𝑛𝑛                    （１２） 

マイクロストラクチャーノイズの影響がある場合、モーメントの値にも影響があると考

えられる。その一方、実現ボラティリティのマイクロストラクチャーノイズが定数のファ

クターで修正される場合（𝑅𝑅𝑅𝑅̅̅ ̅̅ 𝑡𝑡,∆ = 𝑐𝑐𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡,∆）には、適切なモーメントの比は定数ファクター

がキャンセルし、モーメントの比には影響を与えない。例えば、2k 次モーメントを 2 次モ

ーメントのｋ乗で割った値𝐸𝐸[𝑟𝑟2𝑘𝑘]/𝐸𝐸[𝑟𝑟2]𝑘𝑘は定数ファクターがキャンセルする。従って、 

𝐸𝐸[𝑟𝑟2𝑘𝑘]
𝐸𝐸[𝑟𝑟2]𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑘𝑘(2𝑘𝑘−1)(2𝑘𝑘−3)⋯1

(𝑛𝑛+2𝑘𝑘−2)(𝑛𝑛+2𝑘𝑘−4)⋯𝑛𝑛                       （１３） 

となる。ここで、𝐸𝐸[𝑟𝑟2] = 1を利用した。 
また、以下の場合のモーメント比も修正ファクターはキャンセルする。 

𝐸𝐸[𝑟𝑟8]
𝐸𝐸[𝑟𝑟4]2 = 35

3
𝑛𝑛(𝑛𝑛+2)

(𝑛𝑛+6)(𝑛𝑛+4)                              （１４） 

 

 𝐸𝐸[𝑟𝑟10]
𝐸𝐸[𝑟𝑟6]𝐸𝐸[𝑟𝑟4] = 21 𝑛𝑛(𝑛𝑛+2)

(𝑛𝑛+8)(𝑛𝑛+6)                       （１５） 

このようなキャンセルが起こる場合、マイクロストラクチャーノイズが定数の修正
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となり、この中では修正ファクターはキャンセルする。このタイプの修正がある場合、マ

イクロストラクチャーノイズがある場合とない場合で、増分時系列は一致する。従って、

増分時系列のハースト指数測定にマイクロストラクチャーノイズは影響しないことにな

る。マイクロストラクチャーノイズが𝑅𝑅𝑅𝑅̅̅ ̅̅ 𝑡𝑡,∆ = 𝑐𝑐𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡,∆の形で修正が可能かどうかはそのまま

では分からないが、以下の様に実現ボラティリティで標準化した収益率のモーメントを計

算して検証する。 
実現ボラティリティをボラティリティの代理、𝜎𝜎𝑡𝑡 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡

1/2
として、収益率を標準化した

𝑟𝑟𝑡̅𝑡 = 𝑟𝑟𝑡𝑡/𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡
1/2

の分布を考える。実現ボラティリティがボラティリティを良く近似している

場合、標準化された収益率の分布は標準正規分布となる。実際、標準化された収益率の分

布が近似的に標準正規分布になることが示されている[31]。しかし、実現ボラティリティ

を計算するときに用いる収益率のサンプル数が少ない場合には、標準化された収益率の分

布は標準正規分布からズレてくる。有限のサンプル数で計算された実現ボラティリティを

用いた場合の分布は以下のように導出されている[32]。 

𝑃𝑃(𝑟̅𝑟) = Γ(𝑛𝑛
2)

√𝜋𝜋𝑛𝑛Γ(𝑛𝑛−1
2 )

(1 − 𝑟̅𝑟2

𝑛𝑛 )
(𝑛𝑛−3)/2

            （１１） 

この分布は、サンプル数 n が無限大の極限で標準正規分布となる。株価を用いた実証研究

から有限サンプル数での分布が式（１１）で表されることが示されている[33]。この分布

における 2k 次モーメントも計算されており以下で与えられる。 

 𝐸𝐸[𝑟𝑟2𝑘𝑘] = 𝑛𝑛𝑘𝑘(2𝑘𝑘−1)(2𝑘𝑘−3)⋯1
(𝑛𝑛+2𝑘𝑘−2)(𝑛𝑛+2𝑘𝑘−4)⋯𝑛𝑛                    （１２） 

マイクロストラクチャーノイズの影響がある場合、モーメントの値にも影響があると考

えられる。その一方、実現ボラティリティのマイクロストラクチャーノイズが定数のファ

クターで修正される場合（𝑅𝑅𝑅𝑅̅̅ ̅̅ 𝑡𝑡,∆ = 𝑐𝑐𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡,∆）には、適切なモーメントの比は定数ファクター

がキャンセルし、モーメントの比には影響を与えない。例えば、2k 次モーメントを 2 次モ

ーメントのｋ乗で割った値𝐸𝐸[𝑟𝑟2𝑘𝑘]/𝐸𝐸[𝑟𝑟2]𝑘𝑘は定数ファクターがキャンセルする。従って、 

𝐸𝐸[𝑟𝑟2𝑘𝑘]
𝐸𝐸[𝑟𝑟2]𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑘𝑘(2𝑘𝑘−1)(2𝑘𝑘−3)⋯1

(𝑛𝑛+2𝑘𝑘−2)(𝑛𝑛+2𝑘𝑘−4)⋯𝑛𝑛                       （１３） 

となる。ここで、𝐸𝐸[𝑟𝑟2] = 1を利用した。 
また、以下の場合のモーメント比も修正ファクターはキャンセルする。 

𝐸𝐸[𝑟𝑟8]
𝐸𝐸[𝑟𝑟4]2 = 35

3
𝑛𝑛(𝑛𝑛+2)

(𝑛𝑛+6)(𝑛𝑛+4)                              （１４） 

 

 𝐸𝐸[𝑟𝑟10]
𝐸𝐸[𝑟𝑟6]𝐸𝐸[𝑟𝑟4] = 21 𝑛𝑛(𝑛𝑛+2)

(𝑛𝑛+8)(𝑛𝑛+6)                       （１５） 

このようなキャンセルが起こる場合、マイクロストラクチャーノイズが定数の修正

ファクターで説明できることを示唆する。６章では実証分析からこのようなキャンセ

ルが起こっていることを示す。 
 

４４．． ママルルチチフフララククタタルル解解析析  
時系列の一般化ハースト指数はマルチフラクタル解析によって計算する。本章では、

Kantelhardt et al.によって開発されたマルチフラクタル解析法、Multifractal Detranded 
Fluctuation Analaysis(MFDFA)法[34]について説明する。MFDFA 法は以下の手続きから

成る。 
(i) 対象とする時系列を｛ tx , t=1,…,N｝とすると、これらのデータから次のプロファ

イル𝑦𝑦(𝑘𝑘)を作成する。 

)()(
1

=

−=
k

i
i xxky                         （１６） 

ここで、 x は時系列 tx の平均値を表す。 

(ii) 作成したプロファイル )(ky を長さｓの sNNs /= 個のセグメントに分け、セグメ

ント内でトレンドを除去したデータの分散を求める。具体的には以下の、 番目の

セグメント、 sN,...,1= に対して𝐹𝐹2(𝑠𝑠, 𝜈𝜈)を計算する。 

2

1

2 ))(])1[((1),( ipisy
s

sF
s

i
 −+−= 

=

              （１７） 

)(ip はトレンドを除去するための多項式関数である。本研究ではセグメント内

のデータを以下の 3 次関数でフィットした関数を利用した。 

𝑝𝑝𝜈𝜈(𝑖𝑖) = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑖𝑖2 + 𝑐𝑐𝑖𝑖3                （１８） 
ここで、𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐はフィッティングによって得られる係数である。また、N はｓの倍

数とは限らないので、その場合、最後の端数のデータが残ってしまう。これらの

データも利用するために、最後のデータから順番に並べ、上記の手続きを繰り返

す。具体的には、 ss NN 2,...,1+= に対して、以下を計算する。 

2

1

2 ))(])([(1),( ipisNNy
s

sF
s

i
s  −+−−= 

=

           （１９） 

(iii) このようにして計算した分散、 ),(2 sF からｑ次の揺らぎ関数を以下のように定

義する。 

qN
q

s
q

s

sF
N

sF
/12

1

2/2 )],([
2
1)( 








= 

=

                  （２０） 

もし、時系列が長期のべき的相関を持つなら、式（１９）は以下のように振る舞

うことが期待される。 

𝐹𝐹𝑞𝑞(𝑠𝑠)~𝑠𝑠ℎ(𝑞𝑞)                       （２１） 
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)(qh は一般化ハースト指数とよばれるものである。式（２１）の log を取り、線

形変換したのち、フィッテイングパラメータとして )(qh を得ることができる。ハ

ースト指数はｑ＝２のときの一般化ハースト指数 )2(h として与えられる。 
q=0 のときは、式（１９）では計算できないので、以下の手続きによって計算す

る。 

)0(
2

1

2
0 ~)],(ln[

4
1exp)( h

N

s

ssF
N

sF
s









= 

=

             （２２） 

(iv) 式（２１）及び（２２）の振る舞いから一般化ハースト指数 )(qh を求める。 
一般化ハースト指数からはその他のマルチフラクタル性を表す特徴量を得ることが

できる。マルチフラクタルスケール指数 )(q は一般化ハースト指数を利用して、

以下で与えられる。 
1)()( −= qqhq                        （２３） 

 
更に、マルチフラクタル時系列を特徴づける量として特異性スペクトラム )(f
があり、ルジャンドル変換によって )(q と以下のように関連している。 

)(q =                           （２４） 
)()(  −= qf                       （２５） 

 
これらの式は、 )(qh を使って以下のように表される。 

𝛼𝛼 = ℎ(𝑞𝑞) + ℎ′(𝑞𝑞)                        （２６） 
1)]([)( +−= qhqf                       （２７） 

 
一般化ハースト指数 )(qh が q に関わらず一定値を取る場合、時系列はモノフラクタルで

あるという。一方、ℎ(𝑞𝑞)が変化する場合、マルチフラクタルという。ガウシアンランダム

時系列はモノフラクタルであり、ℎ(𝑞𝑞) = 1/2となる。従って、マルチフラクタル性の存在

は、ガウシアンランダム時系列からの乖離を意味し、マルチフラクタル性の強さを金融時

系列の非効率性の大きさと関連付ける場合がある。 
 マルチフラクタル性の強さを測る指標として、 

 ∆ℎ(𝑞𝑞) = ℎ(−𝑞𝑞) − ℎ(𝑞𝑞)                                         （２８） 
 

が提案されている[35]。∆ℎ(𝑞𝑞)は時系列がモノフラクタルである場合、ゼロとなる。同様

に、特異性スペクトラム𝑓𝑓(𝛼𝛼)を利用したマルチフラクタル性の指標として、 
 ∆𝑓𝑓(𝛼𝛼) = 𝑓𝑓(𝛼𝛼𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚) − 𝑓𝑓(𝛼𝛼𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚)                  （２９） 
 

が提案されている。∆𝑓𝑓(𝛼𝛼)も同様に、モノフラクタル時系列の場合∆𝑓𝑓(𝛼𝛼) = 0となる。 
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)(qh は一般化ハースト指数とよばれるものである。式（２１）の log を取り、線

形変換したのち、フィッテイングパラメータとして )(qh を得ることができる。ハ

ースト指数はｑ＝２のときの一般化ハースト指数 )2(h として与えられる。 
q=0 のときは、式（１９）では計算できないので、以下の手続きによって計算す

る。 
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2
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4
1exp)( h

N

s

ssF
N

sF
s









= 

=

             （２２） 

(iv) 式（２１）及び（２２）の振る舞いから一般化ハースト指数 )(qh を求める。 
一般化ハースト指数からはその他のマルチフラクタル性を表す特徴量を得ることが

できる。マルチフラクタルスケール指数 )(q は一般化ハースト指数を利用して、

以下で与えられる。 
1)()( −= qqhq                        （２３） 

 
更に、マルチフラクタル時系列を特徴づける量として特異性スペクトラム )(f
があり、ルジャンドル変換によって )(q と以下のように関連している。 

)(q =                           （２４） 
)()(  −= qf                       （２５） 

 
これらの式は、 )(qh を使って以下のように表される。 

𝛼𝛼 = ℎ(𝑞𝑞) + ℎ′(𝑞𝑞)                        （２６） 
1)]([)( +−= qhqf                       （２７） 

 
一般化ハースト指数 )(qh が q に関わらず一定値を取る場合、時系列はモノフラクタルで

あるという。一方、ℎ(𝑞𝑞)が変化する場合、マルチフラクタルという。ガウシアンランダム

時系列はモノフラクタルであり、ℎ(𝑞𝑞) = 1/2となる。従って、マルチフラクタル性の存在

は、ガウシアンランダム時系列からの乖離を意味し、マルチフラクタル性の強さを金融時

系列の非効率性の大きさと関連付ける場合がある。 
 マルチフラクタル性の強さを測る指標として、 

 ∆ℎ(𝑞𝑞) = ℎ(−𝑞𝑞) − ℎ(𝑞𝑞)                                         （２８） 
 

が提案されている[35]。∆ℎ(𝑞𝑞)は時系列がモノフラクタルである場合、ゼロとなる。同様

に、特異性スペクトラム𝑓𝑓(𝛼𝛼)を利用したマルチフラクタル性の指標として、 
 ∆𝑓𝑓(𝛼𝛼) = 𝑓𝑓(𝛼𝛼𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚) − 𝑓𝑓(𝛼𝛼𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚)                  （２９） 
 

が提案されている。∆𝑓𝑓(𝛼𝛼)も同様に、モノフラクタル時系列の場合∆𝑓𝑓(𝛼𝛼) = 0となる。 

以下に、MFDFA 法の実行手続きについて株価データを利用して具体的に示す。利用し

たデータは２００５年１月～２０２４年１２月までのソニー（株）、トヨタ自動車（株）、

及び丸紅（株）の 3 社の終値価格データを利用した。 
図２(a)は SONY の株価、また図２(b)は株価から計算した収益率である。ここで、価格

を𝑃𝑃𝑡𝑡とすると、収益率𝑅𝑅𝑡𝑡は𝑅𝑅𝑡𝑡 = log(𝑃𝑃𝑡𝑡) − log (𝑃𝑃𝑡𝑡−1)で定義される。同様に図３はトヨタ自

動車、図４は丸紅（株）についての株価と収益率を表している。 

 
図 2 (a)SONY の株価                 (b)SONY の株価収益率 

 
図 3 (a)TOYOTA の株価                 (b)TOYOTA の株価収益率 
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図 4 (a)丸紅の株価                 (b)丸紅の株価収益率 

 

ここでは、一般化ハースト指数を求めるために時系列長は 1250 日（約 5 年）として、

その区間を 1 日毎ずらしながら計算を繰り返し、一般化ハース指数の時間変動を求める。

まず、収益率データから式（１６）に従って、プロファイル𝑦𝑦(𝑘𝑘) を作成する。そして、

𝑦𝑦(𝑘𝑘) を利用して、式（１７）と（１９）から𝐹𝐹2(𝑠𝑠, 𝜈𝜈)を計算する。この𝐹𝐹2(𝑠𝑠, 𝜈𝜈)を利用し

て、式（２０）より揺らぎ関数𝐹𝐹𝑞𝑞(𝑠𝑠)を得る。 

図 5 揺らぎ関数𝐹𝐹𝑞𝑞(𝑠𝑠) 

q=-5 

q=5 
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図 4 (a)丸紅の株価                 (b)丸紅の株価収益率 

 

ここでは、一般化ハースト指数を求めるために時系列長は 1250 日（約 5 年）として、

その区間を 1 日毎ずらしながら計算を繰り返し、一般化ハース指数の時間変動を求める。

まず、収益率データから式（１６）に従って、プロファイル𝑦𝑦(𝑘𝑘) を作成する。そして、

𝑦𝑦(𝑘𝑘) を利用して、式（１７）と（１９）から𝐹𝐹2(𝑠𝑠, 𝜈𝜈)を計算する。この𝐹𝐹2(𝑠𝑠, 𝜈𝜈)を利用し

て、式（２０）より揺らぎ関数𝐹𝐹𝑞𝑞(𝑠𝑠)を得る。 

図 5 揺らぎ関数𝐹𝐹𝑞𝑞(𝑠𝑠) 

q=-5 

q=5 

図 5 は SONY の株価収益率時系列について、ある 1 つの区間で計算した𝐹𝐹𝑞𝑞(𝑠𝑠)を log-log プ

ロットで図示している。式（２１）から log 変換後は直線で表されると予測され、実際ｓ

の大きい領域では直線でよく表されている。ℎ(𝑞𝑞)は直線でフィットした時の比例係数とし

て決定される。本研究では、-5<q<5 の範囲について、0.1 刻みで𝐹𝐹𝑞𝑞(𝑠𝑠)の計算を行った。 

図 6 一般化ハースト指数ℎ(𝑞𝑞) 

図 7 マルチフラクタルスケール指数 )(q  

 

𝐹𝐹𝑞𝑞(𝑠𝑠)からℎ(𝑞𝑞)を決定し、図示したのが図 6である。ℎ(𝑞𝑞)は q に依存して変化しており、

これは時系列がマルチフラクタル性を持つことを示している。図 7は式（２３）によって

求めたマルチフラクタルスケール指数 )(q である。モノフラクタルの場合、 )(q は直線

となるが、図 7 で示されているように直線からはずれている。このことも、時系列のマル

- 181 -



チフラクタル性を表している。図 8 は式（２７）で与えられる特異性スペクトラム𝑓𝑓(𝛼𝛼)を
図示したものである。モノフラクタル時系列の場合、αは定数となり、𝑓𝑓(𝛼𝛼)はαについて

幅を持たない関数となるが、図 8 は𝑓𝑓(𝛼𝛼)はαについて広がった関数となっている。𝑓𝑓(𝛼𝛼)の
結果も時系列のマルチフラクタル性を表している。 

図 8 特異性スペクトラム𝑓𝑓(𝛼𝛼) 

図 9 ハースト指数ℎ(2)の時間変動 
 
ハースト指数は 2 次の揺らぎに対する一般化ハースト指数ℎ(2)によって与えられる。図

9 はハースト指数ℎ(2)の時間変動を表している。ハースト指数は 3 社とも時間変動してお

り一定ではない。また、h(2)=1/2 はランダム時系列を意味するが、3社の h(2)については

h(2)<1/2 となる期間が多くみられる。これは時系列が反持続的傾向のあることを示してい

る。特にトヨタの株価は全区間で h(2)<1/2 となっている。先進国の株価では反持続的な
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チフラクタル性を表している。図 8 は式（２７）で与えられる特異性スペクトラム𝑓𝑓(𝛼𝛼)を
図示したものである。モノフラクタル時系列の場合、αは定数となり、𝑓𝑓(𝛼𝛼)はαについて

幅を持たない関数となるが、図 8 は𝑓𝑓(𝛼𝛼)はαについて広がった関数となっている。𝑓𝑓(𝛼𝛼)の
結果も時系列のマルチフラクタル性を表している。 

図 8 特異性スペクトラム𝑓𝑓(𝛼𝛼) 

図 9 ハースト指数ℎ(2)の時間変動 
 
ハースト指数は 2 次の揺らぎに対する一般化ハースト指数ℎ(2)によって与えられる。図

9 はハースト指数ℎ(2)の時間変動を表している。ハースト指数は 3 社とも時間変動してお

り一定ではない。また、h(2)=1/2 はランダム時系列を意味するが、3社の h(2)については

h(2)<1/2 となる期間が多くみられる。これは時系列が反持続的傾向のあることを示してい

る。特にトヨタの株価は全区間で h(2)<1/2 となっている。先進国の株価では反持続的な

ハースト指数となっていることが既存研究[36,37]で知られているので、日本の株価時系

列に反持続性が見られることは不思議ではない。反持続性を示す時系列はランダム時系列

よりも価格が上がったり下がったりを繰り返していることを意味している。収益率時系列

の一般化ハースト指数は q に関して変動しており、このことは時系列がマルチフラクタル

であることを意味している。一般に、多くの金融時系列でマルチフラクタル性が確認され

ており、ビットコインの収益率についてもマルチフラクタル性が示されている[38]。 

 
５５．． ビビッットトココイインンデデーータタ  
本研究では Bitstamp 取引所[39]で取引された 2014 年 1 月 1 日～2023 年 5 月 31 日ま

でのビットコイン取引データを利用した。このデータから様々なサンプリング間隔∆分で

の収益率を構築し、日次実現ボラティリティを計算する。一般に、暗号資産取引所では 24
時間取引が継続しているため、株式市場の様に取引が中断することがない。図 10 は∆=5 
分 で計算した実現ボラティリティの時系列を表している。 

図 10 ビットコイン価格収益率の実現ボラティリティ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 11 ビットコインの log-RV increments 時系列 
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実現ボラティリティから式(１０)で表される log-RV increments の時系列（増分時系

列）を求める。 図１１は実現ボラティリティから計算した log-RV increments の時系列

を表している。log-RV increments 時系列の一般化ハースト指数は第 4 章で説明した

MFDFA 法によって決定する。本研究では、データ区間を 8 年間として、その区間のデー

タについて MFDFA 法によってハースト指数を求める。そして、8 年の期間をずらしなが

ら MFDFA 法を実行し、一般化ハースト指数の時間変動を求める。 
 
６６．． ビビッットトココイインンデデーータタにによよるる実実証証分分析析  
 図 12 は実現ボラティリティの平均値をサンプリング間隔∆の関数でプロットしたもので

ある（Volatility Signature Plot）。平均値はマイクロストラクチャーノイズの影響によっ

て∆が小さくなるにつれて大きくなっている。従って、この場合修正なしの実現ボラティ

リティの値は真の値よりも過大評価されていると考えられる。一方、∆が大きくなると実

現ボラティリティの平均値はマイクロストラクチャーノイズの影響が小さくなり、一定値

に近づく。 
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図 13 は実現ボラティリティで標準化した収益率のモーメントを計算した結果をプロッ

トしている。図中の赤実線は 4 次のモーメントの理論値を表している（式（１２）の k=2
の場合）。実際に計算した値は∆が小さくなるにつれて下方にズレている。これは図 12 か

ら分かるように実現ボラティリティが過大評価されているため、実現ボラティリティで標

準化した収益率は過小評価となり、その結果モーメント値も過小評価となっていることを

表している。 
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実現ボラティリティから式(１０)で表される log-RV increments の時系列（増分時系
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図 13 標準化された収益率のモーメント。ここで、𝑚𝑚2𝑘𝑘 ≡ 𝐸𝐸[𝑟𝑟2𝑘𝑘]としている。 

図 14 標準化された収益率のモーメントを２次のモーメントで規格化した値。ここ

で、𝑚𝑚2𝑘𝑘 ≡ 𝐸𝐸[𝑟𝑟2𝑘𝑘]/𝐸𝐸[𝑟𝑟2]𝑘𝑘としている。 
 
図 14 は式（１３）で表されるモーメントを 2 次モーメントのべき乗で割った値

（𝐸𝐸[𝑟𝑟2𝑘𝑘]/𝐸𝐸[𝑟𝑟2]𝑘𝑘）をプロットしている。図中の実線は式（１３）からの理論値を表してい

る。実線の理論値と式（𝐸𝐸[𝑟𝑟2𝑘𝑘]/𝐸𝐸[𝑟𝑟2]𝑘𝑘）で計算した値は非常によい一致を示している。 
図 15 は式(１４)と(１５)で対応するモーメントの比をプロットしている。図中の実線は

式(１４)と(１５)で表される理論値であるが、この場合も計算値とよく一致している。マイ

クロストラクチャーノイズが𝑅𝑅𝑅𝑅̅̅ ̅̅ 𝑡𝑡,∆ = 𝑐𝑐𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡,∆のように定数のスケールファクターc で修正さ

- 185 -



れると考えられる場合はこれらの結果（図 14 と 15）を説明することができる。その場

合、式（１０）で表される log-RV increments の時系列は修正ファクターの影響を受けな

い、つまりマイクロストラクチャーノイズの影響を受けないことになる。 

図 15 （上）
𝐸𝐸[𝑟𝑟8]

𝐸𝐸[𝑟𝑟4]2 (下) 
𝐸𝐸[𝑟𝑟10]

𝐸𝐸[𝑟𝑟6]𝐸𝐸[𝑟𝑟4] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 16 様々なサンプリング間隔におけるハースト指数の時間変動 
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図 16 様々なサンプリング間隔におけるハースト指数の時間変動 

図 16 は様々なサンプリング間隔で計算した実現ボラティリティ時系列についてハース

ト指数を計算し、時間変動をプロットしたものである。図を見るとサンプリング間隔が大

きくなるとハースト指数が小さくなる傾向が見られる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 17  ハースト指数のサンプリング間隔依存性 

 ハースト指数のサンプリング間隔依存性を詳しく調べるために、3 つの期間を選び、そ

の期間におけるハースト指数のサンプリング間隔依存性を調べた。3 つの期間は表 1 に提

示してある。図 17 はハースト指数をサンプリング間隔の関数で図示したものである。サ

ンプリング間隔が大きくなるとハースト指数は減少している。一方、サンプリング間隔が

小さくなるとハースト指数は大きくなり、∆がゼロの極限である値に収束しているように

見える。ハースト指数に対する有限サンプル効果については、式（１２）のような理論式

は知られていないが、式（１２）から推測して、以下の式を仮定してフィッティングを試

みる。 

𝐻𝐻(∆) = 𝐻𝐻0
𝑛𝑛

𝑛𝑛+𝑎𝑎                          (３０) 
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ここで、𝐻𝐻0と𝑎𝑎はフィッティングパラメータである。また、𝑛𝑛 = 1440/∆である。式（３

０）によってフィッティングした結果は図 17 の実線で表されており、データと良い一致

を示している。フィッティングによって得られたパラメータ値は表 1 にまとめてある。∆
がゼロの極限での値である𝐻𝐻0は𝐻𝐻0 ≈ 0.12 − 0.14程度となっており、ラフボラティリティの

性質(H<1/2)を示している。 
 

表１：データ期間とフィッティング結果 
期間 H0 a 
I: 2014/1/2--2022/1/2 0.1379(8) 2.93(11) 
II: 2015/1/1--2023/1/1 0.1308(4) 3.02(6) 
III: 2015/5/27--2023/5/27 0.1262(3) 3.15(6) 

  
式（３０）より(𝐻𝐻0 −𝐻𝐻(∆))/𝐻𝐻0で定義される𝐻𝐻0に対する相対誤差 E(Δ)は 

𝐸𝐸(𝛥𝛥) = 𝑎𝑎
𝑛𝑛+𝑎𝑎                （３１）  

で与えられる。表 1 の a の値を利用して𝐸𝐸(𝛥𝛥)をプロットしたのが図 18 であ

る。 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

図 18  相対誤差 E(Δ) 
Δが大きくなると相対誤差は大きくなるが、実現ボラティリティの計算でよく利用され

ているΔ=5 分での相対誤差は 1％程度となる。従って、実証分析で良く利用されるΔ=5
分の実現ボラティリティにおけるハースト指数のバイアスは小さいと言える。 
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７７．． ママルルチチフフララククタタルル性性  
ボラティリティ時系列のマルチフラクタル性について調べるために、MFDFA 法によっ

て一般化ハースト指数 h(q)を計算した。マルチフラクタル性が存在する場合、h(q)は q に

よって変化する。h(q)が一定の場合、時系列はモノフラクタルであると言われる。図 19(a)
は h(-3),h(2)及び h(3)をプロットしたものである。h(q)は q によって変化しており、マル

チフラクタル性の存在を示している。マルチフラクタル性の強さは式（２８）のΔh(q)で
定義する。マルチフラクタル性がない場合、𝛥𝛥ℎ(𝑞𝑞)はゼロとなる。 

 
図 19 (a) h(-3),h(2)及び h(3)    (b) 𝛥𝛥ℎ(3)   (c) -B1の時間変動  

図 19(b)は𝛥𝛥ℎ(3)の時間変動をプロットしたものである。𝛥𝛥ℎ(3)は時間と共に変動してお

り、マルチフラクタル性の強さが時間変動していることを示している。図 1９(c)の B1は

h(q)をテイラー展開した時の 1 次の係数である。h(q)を 1 次までテイラー展開すると以下

になる。 
 

ℎ(𝑞𝑞) ≈ ℎ(0) + 𝐵𝐵1𝑞𝑞                                        (３２) 
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マルチフラクタル性がない場合、ℎ(𝑞𝑞)はｑに依存せず一定値となることから、その場合𝐵𝐵1
はゼロとなる。従って、B1もマルチフラクタル性の強さを表す指標となる。B1の時間変

動も𝛥𝛥ℎ(3)と同様の振る舞いをしている。 
 
８８．． 量量子子回回路路学学習習((QQuuaannttuumm  CCiirrccuuiitt  LLeeaarrnniinngg))にによよるるボボララテティィリリテティィののモモ

デデルル化化  
  第 2 章で論じたように、一般にボラティリティのモデル化では金融時系列の性質を反映

するようにモデル化（具体的には関数形を仮定）する。様々な関数形が考案されているが

どの関数形が良いかはケースバイケースで一概には言えない。ここでは、陽に関数形を仮

定する必要のない量子回路によるモデル化によってビットコイン実現ボラティリティのモ

デル化を行う。量子回路によるモデル化は Mitarai et al.[40]による量子回路学習によって

提案された。量子回路学習ではパラメータ化された量子回路によって関数を近似する。図

20 は量子回路学習の模式図である。 
 
 
 
 
 
 

図 20  量子回路学習の模式図 
 
V はデータを入力する量子回路を表し、入力データは V によって量子回路に入力され

る。U(θ)はパラメータ付きの量子回路を表す。U(θ)はユニタリ―変換に対応し、その表

現力が高ければボラティリティ関数を十分に近似できると考えられる。もともと、量子回

路学習は量子コンピュータ用のアルゴリズムとして開発されたものであるが、本研究では

IBM の Qiskit[41]によってシミュレーションを実行する。 
 U(θ)として様々な量子回路を取ることができるが、一番簡単な量子回路として 1 量子

ビットによる量子回路が考えられる。図 21 は本研究で用いた 1 量子ビットによる量子回

路である。 
 
 
 
 
 

 
図 21 1 量子ビット量子回路  

入
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V 
U(θ)：パラメータ

付き量子回路 

V:インプットデータの入力 U(θ) 
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図 21 1 量子ビット量子回路  

入
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出
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定 

V 
U(θ)：パラメータ

付き量子回路 

V:インプットデータの入力 U(θ) 

Ry 及び Rz で表される量子ゲートはデータを入力する部分に対応し，インプットデータ

は角度エンコーディングによって量子回路に入力する。U(θ)は 3 つのパラメータを持つ

ユニタリー行列で表される回路を用いた。具体的には、U(θ)は 2x2 のユニタリ―行列で

表され、以下の表現を用いた。 

𝑈𝑈(𝜃𝜃) = ( 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐/2 −𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠/2
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠/2 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐/2)        （３３）    

図 22 は 2 量子ビットによる量子回路の例である。この量子回路は６つのパラメータを

持つ。パラメータ数が増えることによってより表現力が高くなると考えられる。 
 
 

  
  
  
  

図 22 2 量子ビット量子回路 

  
まず、量子回路モデルのテストとして、GARCH(1,1)モデル 

          𝜎𝜎𝑡𝑡+12 = 𝜔𝜔 + 𝛼𝛼𝑟𝑟𝑡𝑡2 + 𝛽𝛽𝜎𝜎𝑡𝑡2,                （３４） 
               𝑅𝑅𝑡𝑡+1 = 𝜎𝜎𝑡𝑡𝜖𝜖𝑡𝑡      𝜖𝜖𝑡𝑡~𝑁𝑁(0,1)           （３５） 
によって人工的に時系列を生成し、その時系列をインプットデータとして量子回路モデル

がボラティリティ時系列を表すことができるかどうか確かめた。 

図 23 は GARCH モデルによって生成した(a)収益率時系列と(b)ボラティリティ時系列で

ある。時系列長は T=730（2 年間に対応）である。ここでは、パラメータは

α=0.1,β=0.85,ω=0.24 を設定して時系列を生成した。 

 

図 23（a）GARCH モデルによる収益率    （ｂ）GARCH モデルによるボラティリティ 
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量子回路に収益率𝑅𝑅𝑡𝑡 とボラティリティ𝜎𝜎𝑡𝑡
2を入力し、出力値（推定値）𝜎̅𝜎𝑡𝑡+1

2を得る。入

力値は角度の情報として入力するため、(-1,1)の間になるようにスケールさせてから入力

した。この出力値と入力データ（教師データとして利用）のボラティリティとの差を小さ

くするために、以下で定義される cost function を最小化するように U(θ)のパラメータ

を最適化する。 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 = 1
𝑇𝑇 ∑ (𝜎𝜎𝑡𝑡

2 −   𝜎̅𝜎𝑡𝑡
2)2𝑇𝑇

𝑡𝑡=1            （３６） 

最適化には COBYLA を用いた。 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 24 量子回路モデルによる出力値（破線）と入力値（実線） 

 

図 24 は COBYLA による最適化後のボラティリティ出力値（破線）とボラティリティ入力

値（実線）との比較である。データは初めの 150 個のデータを表示してある。量子回路によ

る出力値とボラティリティ入力値の時間変動はよく似ており、量子回路モデルがボラティ

リティの変動を良く捉えていることが分かる。GARCH モデルによる人工時系列データを利用

した量子回路モデルによる推定の結果は[42]でも報告を行っている。 

次に、実データを利用して量子回路モデルによる推定を実行する。ボラティリティ時系列

はビットコインの実現ボラティリティデータを利用した。利用したデータは Bitstamp 取引

所で 2021 年 3 月 1 日～2023 年 2 月 28 日の 2 年間に取引されたデータである。実現ボラテ

ィリティは 5 分ごとにサンプルされた価格データから作成した。図 25 は(a)日次収益率デ

ータ𝑅𝑅𝑡𝑡, (b)日次実現ボラティリティ𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡を図示している。 

収益率データ𝑅𝑅𝑡𝑡 と実現ボラティリティデータ𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡 を量子回路に入力し、出力値𝑅𝑅𝑅𝑅̅̅ ̅̅ 𝑡𝑡 を得

る。そして、GARCH モデルでの推定と同様に、以下の cost function を最小化するように

U(θ)のパラメータを最適化する。 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 = 1
𝑇𝑇 ∑ (𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡 −   𝑅𝑅𝑅𝑅̅̅ ̅̅ 𝑡𝑡 )2𝑇𝑇

𝑡𝑡=1          （３７） 
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図 24 量子回路モデルによる出力値（破線）と入力値（実線） 
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図 25 (a) ビットコイン収益率                 (b) ビットコイン実現ボラティリティ 

 

図 26 は最適化後の実現ボラティリティ値（赤線）と入力値（黒線）との比較である。図

26(b)は細かい変動が良く見えるように初めの 250 データのみをプロットしている。実現ボ

ラティリティの時系列は GARCH モデルの時系列よりも変動が細かく、推定値は入力値と十

分に一致していない所も多いが、大まかな時間変動は量子回路モデルで捉えられている。 

量子回路モデルの予測時系列の性質を調べるために、最適化後の U(θ)のパラメータを

利用して、50000 個の予測時系列データを生成した。図 27 では、予測時系列の初めの

3270 個の予測データ（赤線）プロットしている。黒線のデータは入力値（730 個）を

表している。 

 

図 26 量子回路モデルによる実現ボラティリティ推定値（赤線）と入力値（黒線） 

- 193 -



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 27 量子回路モデルによる収益率予測時系列（赤線） 

 

 図 28 は量子回路モデルによる実現ボラティリティの予測時系列（赤線）をプロットした

ものである。黒線のデータは入力時系列を表している。実現ボラティリティの予測時系列は

値が大きくなる期間や小さい期間が現れており、ボラティリティクラスタリングの性質を

再現している。 

 予測時系列のハースト指数やマルチフラクタル性について調べるために第 3 章で記述し

た MFDFA 法によって一般化ハースト指数を計算した。一般化ハースト指数は 2 年間の区間

（730 個）で計算し、区間をずらしながら 50000 個の予測データについて計算を行った。図

29 は収益率時系列のハースト指数ℎ(2)の時間変動を表している。赤線はランダム時系列の

ハースト指数である 1/2 を表している。ハースト指数は 1/2 を中心に変動しており、収益

率時系列はランダム時系列に近い性質を持つと思われる。 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 28 量子回路モデルによる実現ボラティリティ予測値（赤線） 
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図 27 量子回路モデルによる収益率予測時系列（赤線） 
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図 28 量子回路モデルによる実現ボラティリティ予測値（赤線） 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 29 量子回路モデルによる収益率予測時系列のハースト指数 
 
 次に、実現ボラティリティ予測時系列のハースト指数を決定した。ボラティリティ予測時

系列は式（１０）によってボラティリティ増分時系列に変換した後、ハースト指数を決定し

た。図 30 はボラティリティ増分時系列を表している。この増分時系列に対し、MFDFA 法

を利用して一般化ハースト指数を計算した。区間は同様に 2 年間とし、区間をずらしなが

ら計算を行った。図 31 はボラティリティ増分時系列のハースト指数である。ハースト指数

の値は 0.05～0.1 を中心に時間変動をしている。ハースト指数の値は 1/2 以下となってお

り、この結果はボラティリティ時系列がラフボラティリティの性質を持つことを示してお

り、ビットコイン実現ボラティリティ時系列のハースト指数に関する既存研究とも一致し

ている[18]。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 30 ボラティリティ増分時系列 
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図 31  ボラティリティ増分時系列のハースト指数 

  
 図 32(a)は量子回路モデルによる収益率予測時系列の最初の 1 つの区間における一般化

ハースト指数（赤線）を図示している。黒線はインプットデータの収益率時系列の一般化

ハースト指数である。一般化ハースト指数はｑについて変化しており、マルチフラクタル

性を示している。収益率時系列におけるマルチフラクタル性の存在は既存研究で一般的に

知られており、また第 4 章での個別株の結果とも一致する。 
 図 32(b)は量子回路モデルによるボラティリティ増分時系列の一般化ハースト指数（赤

線）を図示している。黒線はインプットデータの実現ボラティリティ時系列から計算した

一般化ハースト指数である。一般化ハースト指数はｑに対して変化しおり、ボラティリテ

ィ増分時系列にもマルチフラクタル性が存在することを示している。 

 

図 32 (a)収益率時系列のℎ(𝑞𝑞)                (b)ボラティリティ時系列のℎ(𝑞𝑞) 
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図 31  ボラティリティ増分時系列のハースト指数 
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一般化ハースト指数である。一般化ハースト指数はｑに対して変化しおり、ボラティリテ
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図 32 (a)収益率時系列のℎ(𝑞𝑞)                (b)ボラティリティ時系列のℎ(𝑞𝑞) 

 
 
図 33 (a) マルチフラクタルスケール指数 )(q         (b)特異性スペクトラム )(f  
 

更にボラティリティ時系列のマルチフラクタル性について調べるために、マルチフラク

タルスケール指数 )(q 及び特異性スペクトラム )(f について計算を行った。 )(q は式

（２３）また )(f は式（２７）で定義される。図 33(a)は )(q を図示している。マルチ

フラクタル性がない場合は、 )(q は直線となるが、量子回路モデルによる実現ボラティリ

ティ時系列及びインプットデータに利用した実現ボラティリティ時系列ともに直線からず

れており、これは時系列にマルチフラクタル性があることを示している。同様に、図

33(b)は実現ボラティリティ時系列の )(f を図示しており、マルチフラクタル性がない場

合、 )(f はαについて幅を持たないが、図はαについて広がった )(f であることを示し

ている。このことも時系列のマルチフラクタル性の存在を示している。 
 
９９．． 結結論論11  
 ボラティリティ時系列のハースト指数が 1/2 以下、従ってボラティリティ時系列が反持

続性を持つということが Gatheral et al.によって指摘されて以降、ボラティリティ時系列

をハースト指数が 1/2 以下の性質を持つ非整数ブラウン運動などを基にしてモデル化を行

う研究が活発になっている。その一方、市場で観測される実現ボラティリティにはマイク

ロストラクチャーノイズや有限サンプル効果によるバイアスがあり、バイアスがどのよう

にハースト指数の測定に影響を与えるかは分かっていなかった。本研究では、暗号資産市

場でもっとも代表的なビットコインの実現ボラティリティについて、バイアスの影響を調

べた。また、Gatheral et al.による研究では、ボラティリティ時系列はモノフラクタル時

系列としているが、マルチフラクタル性を持つという研究もあり、マルチフラクタル性に

 
1 本稿の結果の一部は[43]において論文としてまとめた。 

- 197 -



ついては詳しく分かっていなかった。本研究では、ボラティリティ時系列のマルチフラク

タル性についても研究を行った。 
まず、マイクロストラクチャーノイズの影響を調べるために、様々なサンプリング間隔

で構築した実現ボラティリティによって標準化した収益率のモーメントを調べた。その結

果、実現ボラティリティはマイクロストラクチャーノイズによって過大評価されており、

実現ボラティリティで規格化されたモーメントはマイクロストラクチャーノイズの影響で

予想される値よりも小さくなっていることが分かった。一方、適切なモーメントの比はマ

イクロストラクチャーノイズの影響を受けないことが分かった。このことは、実現ボラテ

ィリティにおけるマイクロストラクチャーノイズの影響が実効的には定数ファクターで説

明できることを示唆している。その場合、対数変換したボラティリティの増分時系列では

定数ファクターがキャンセルし、ハースト指数測定には影響を与えないことになる。 
有限サンプル効果の影響を調べるために、ハースト指数がサンプリング間隔に依存する

かどうか調べた。その結果、ハースト指数はサンプリング間隔に依存し、サンプリング間

隔が大きくなるとハースト指数は小さくなることが分かった。そして、この依存性は、簡

単な関数形で説明できることを示した。その関数を利用し、実証分析で良く利用される 5
分のサンプリング間隔における相対誤差を計算したところ、ハースト指数値に与える相対

誤差の影響は 1％程度であり、小さいことが分かった。 
マルチフラクタル性を調べるために、MFDFA 法によって一般化ハースト指数 h(q)を計

算し、ボラティリティ増分時系列のマルチフラクタル性について調べた。その結果、q につ

いて h(q)は一定ではなく、ボラティリティ増分時系列はマルチフラクタル性を示すことが

分かった。また、マルチフラクタル性の強さを一般化ハースト指数の変動幅𝛥𝛥ℎ(3)と h(q)
のテイラー展開係数 B1 によって調べたところ、どちらも時間変動しており、マルチフラク

タル性の強さは時間変動していることが分かった。 
 ボラティリティ時系列をモデル化する場合、一般的にはボラティリティ時系列の性質を

反映するようにモデル化が行われる。例えば、ボラティリティのラフ性に注目するならば、

H<1/2 の非整数ブラウン運動を用いるなどである。本研究では、モデル化する際に仮定を

導入する必要のない量子回路モデルによるボラティリティのモデル化を試みた。ビットコ

インの実現ボラティリティ時系列を用いて、量子回路モデルによる実証分析を行い、量子回

路モデルが予測する収益率及びボラティリティ時系列の性質を調べた。その結果、収益率時

系列とボラティリティ時系列のハースト指数及びマルチフラクタル性は既存研究において

示されているものと同様のものであることが分かった。本研究で用いた量子回路は単純な

ものであるので、今後は更に複雑な量子回路によって精度の良い予測ができるかどうか、ま

た既存モデルとの予測精度の比較等を行う必要がある。 
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タル性の強さは時間変動していることが分かった。 
 ボラティリティ時系列をモデル化する場合、一般的にはボラティリティ時系列の性質を

反映するようにモデル化が行われる。例えば、ボラティリティのラフ性に注目するならば、

H<1/2 の非整数ブラウン運動を用いるなどである。本研究では、モデル化する際に仮定を

導入する必要のない量子回路モデルによるボラティリティのモデル化を試みた。ビットコ

インの実現ボラティリティ時系列を用いて、量子回路モデルによる実証分析を行い、量子回

路モデルが予測する収益率及びボラティリティ時系列の性質を調べた。その結果、収益率時

系列とボラティリティ時系列のハースト指数及びマルチフラクタル性は既存研究において

示されているものと同様のものであることが分かった。本研究で用いた量子回路は単純な

ものであるので、今後は更に複雑な量子回路によって精度の良い予測ができるかどうか、ま

た既存モデルとの予測精度の比較等を行う必要がある。 
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